
Die orthogonale Gruppe

Definition (16.12)

Eine Matrix A ∈Mn,R wird orthogonal genannt, wenn
tAA = En gilt.

Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe von
GLn(R), die sogenannte orthogonale Gruppe O(n).

Die Untergruppe SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1} wird
spezielle orthogonale Gruppe genannt.



Bewegungen und Translationen

Definition (16.14)

Eine Bewegung im Rn ist eine bijektive, abstandserhaltende
Abbildung φ : Rn → Rn, also eine bijektive Abbildung mit der
Eigenschaft, dass ‖φ(v)−φ(w)‖ = ‖v −w‖ für alle v ,w ∈ Rn gilt.

Ein wichtige Klasse von Beispielen für Bewegungen sind die
Translationen, die Abbildungen der Form

τu : Rn → Rn , v 7→ u + v

mit einem festen Vektor u ∈ Rn.



Zwei Hilfsaussagen

Lemma (16.15)

Für alle v ,w ∈ Rn gilt 〈v ,w〉 = 1
2‖v + w‖2 − 1

2‖v‖
2 − 1

2‖w‖
2.

Lemma (16.16)

Sei ψ : Rn → Rn eine Abbildung mit 〈ψ(v), ψ(w)〉 = 〈v ,w〉 für
alle v ,w ∈ Rn. Dann gibt es eine Matrix A ∈ O(n) mit ψ = φA,
insbesondere ist ψ linear.



Explizite Beschreibung der Bewegungen

Satz (16.17)

Die Bewegungen in Rn sind genau die Abbildungen der Form
τu ◦ φA, mit u ∈ Rn und A ∈ O(n). Die Darstellung dieser Form ist
eindeutig. Liegt A sogar in SO(n), dann spricht man von einer
orientierungserhaltenden, ansonsten von einer
orientierungsumkehrenden Bewegung.







Orthogonale und selbstadjungierte Endomorphismen

Definition (16.18)

Sei (V , b) ein euklidischer Vektorraum. Man bezeichnet einen
Endomorphismus φ von V als

(i) orthogonal, wenn b(φ(v), φ(w)) = b(v ,w) für alle v ,w ∈ V
gilt, und als

(ii) symmetrisch oder auch selbstadjungiert, wenn
b(φ(v),w) = b(v , φ(w)) für alle v ,w ∈ V gilt.



Die Darstellungsmatrix orthogonaler Endomorphismen

Lemma (16.19)

Eine Matrix A ∈Mn,R ist symmetrisch genau dann, wenn
〈Av ,w〉 = 〈v ,Aw〉 für alle v ,w ∈ Rn erfüllt ist.

Proposition (16.20)

Sei (V , b) ein euklidischer Vektorraum, B eine ON-Basis von V ,
φ : V → V ein Endomorphismus und A =MB(φ). Der
Endomorphismus φ ist genau dann orthogonal, wenn A orthogonal
ist und genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist.







Satz über die Hauptachsentransformation

Das euklidische Standard-Skalarprodukt auf dem Rn kann durch

〈v ,w〉 =
n∑

k=1

v̄kwk für v = (v1, ..., vn), w = (w1, ...,wn)

zu einer Abbildung Cn × Cn → C ausgedehnt werden.

Proposition (16.21)

Jede symmetrische Matrix A ∈Mn,R besitzt einen reellen
Eigenwert.

Satz (16.22)

Sei A ∈Mn,R symmetrisch. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T , so dass D = tTAT eine Diagonalmatrix ist.















Verfahren zur Berechnung der Transformationsmatrix

gegeben: eine symmetrische Matrix A ∈Mn,R

gesucht: eine orthogonale Matrix T ∈ O(n), so dass durch
D = tTAT eine Diagonalmatrix gegeben ist

Berechne das char. Polynom χA ∈ R[x ] und alle Eigenwerte
λ ∈ R der Matrix A.

Berechne für jeden Eigenwert λ von A jeweils eine Basis Bλ
des Eigenraums Eig(A, λ).

Berechne mit dem Gram-Schmidt-Verfahren für Eig(A, λ)
jeweils eine ON-Basis B′λ.

Füge diese ON-Basen zu einer ON-Basis B′ des Rn zusammen.

Bilde die Transformationsmatrix T = T B′
E durch Eintragung

der Vektoren aus B′ als Spalten in T .

Dann hat die Matrix T die gewünschte Eigenschaft.



Verfahren zur Berechnung der Transformationsmatrix

Die Funktionsweise des Verfahrens beruht auf folgenden
Beobachtungen:

Aus Satz 16.22 folgt, dass die Matrix A über R
diagonalisierbar ist. Der Rn kann also als direkte Summe der
Eigenräume Eig(A, λ) dargestellt werden. Daraus folgt, dass
die Basen B′λ zusammengenommen eine Basis des Rn

ergeben.

Sind v ,w ∈ Rn Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
λ bzw. µ, dann gilt v ⊥ w . Denn aus der Rechnung

λ〈v ,w〉 = 〈λv ,w〉 = 〈Av ,w〉 = 〈v ,Aw〉
= 〈v , µw〉 = µ〈v ,w〉

und λ 6= µ folgt 〈v ,w〉 = 0. Dies bedeutet, dass B′ nicht nur
eine Basis, sondern eine ON-Basis des Rn ist.










