
Das Hurwitz-Kriterium

Satz (16.9)

Sei A ∈Mn,R eine symmetrische Matrix und Ak jeweils die linke
obere k × k-Teilmatrix, für 1 ≤ k ≤ n. Genau dann ist A positiv
definit, wenn

det(Ak) > 0 für 1 ≤ k ≤ n

erfüllt ist.











Folgerungen aus dem Hurwitz-Kriterium

Folgerung (16.10)

Eine Matrix A ∈Mn,R ist genau dann negativ definit, wenn
(−1)k det(Ak) > 0 für 1 ≤ k ≤ n erfüllt ist.

Proposition (16.11)

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und b eine
symmetrische Bilinearform auf V . Sei B eine geordnete Basis von
V und A =MB(b). Unter diesen Voraussetzungen ist b genau
dann positiv definit, wenn A positiv definit ist.



Die orthogonale Gruppe

Definition (16.12)

Eine Matrix A ∈Mn,R wird orthogonal genannt, wenn
tAA = En gilt.

Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe von
GLn(R), die sogenannte orthogonale Gruppe O(n).

Die Untergruppe SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1} wird
spezielle orthogonale Gruppe genannt.











Kriterium für Orthogonaliät

Proposition (16.13)

Eine Matrix A ∈Mn,R ist genau dann orthogonal, wenn
〈Av ,Aw〉 = 〈v ,w〉 für alle v ,w ∈ Rn gilt.







Bewegungen und Translationen

Definition (16.14)

Eine Bewegung im Rn ist eine bijektive, abstandserhaltende
Abbildung φ : Rn → Rn, also eine bijektive Abbildung mit der
Eigenschaft, dass ‖φ(v)−φ(w)‖ = ‖v −w‖ für alle v ,w ∈ Rn gilt.

Ein wichtige Klasse von Beispielen für Bewegungen sind die
Translationen, die Abbildungen der Form

τu : Rn → Rn , v 7→ u + v

mit einem festen Vektor u ∈ Rn.



Zwei Hilfsaussagen

Lemma (16.15)

Für alle v ,w ∈ Rn gilt 〈v ,w〉 = 1
2‖v + w‖2 − 1

2‖v‖
2 − 1

2‖w‖
2.

Lemma (16.16)

Sei ψ : Rn → Rn eine Abbildung mit 〈ψ(v), ψ(w)〉 = 〈v ,w〉 für
alle v ,w ∈ Rn. Dann gibt es eine Matrix A ∈ O(n) mit ψ = φA,
insbesondere ist ψ linear.











Explizite Beschreibung der Bewegungen

Satz (16.17)

Die Bewegungen in Rn sind genau die Abbildungen der Form
τu ◦ φA, mit u ∈ Rn und A ∈ O(n). Die Darstellung dieser Form ist
eindeutig. Liegt A sogar in SO(n), dann spricht man von einer
orientierungserhaltenden, ansonsten von einer
orientierungsumkehrenden Bewegung.


