
Die Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Definition (16.1)

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, B = (v1, ..., vn)
eine geordnete Basis und b eine Bilinearform auf V . Dann nennt
man die reelle n × n-Matrix A = (aij) mit den Einträgen

aij = b(vi , vj) für 1 ≤ i , j ≤ n

die Darstellungsmatrix MB(b) von b bezüglich B.



Existenz und Eindeutigkeit von Bilinearformen

Satz (16.2)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und B = (v1, ..., vn) eine
geordnete Basis von V . Dann existiert für jede Matrix A ∈Mn,R

eine eindeutig bestimmte Bilinearform b auf V mit MB(b) = A.



Berechnung der Werte einer Bilinearform

Proposition (16.3)

Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt für alle v ,w ∈ V
jeweils

b(v ,w) = tΦB(v)MB(b)ΦB(w).



Transformationsformel für Bilinearformen

Satz (16.4)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine Bilinearform
auf V . Seien A und B zwei geordnete Basen von V und

A = MA(b) , B = MB(b)

die Darstellungsmatrizen von b bezüglich dieser Basen. Sei
T = TAB die Matrix des Basiswechsels von A nach B. Dann gilt

A = tTBT .







Erinnerung:
Orthogonalprojektion auf einen Untervektorraum

Sei V ein Vektorraum, U ⊆ V ein Untervektorraum und b eine
symmetrische Bilinearform auf V .

Eine Orthogonalprojektion auf U ist eine lineare Abbildung
πU : V → U mit (v − πU(v)) ⊥b U für alle v ∈ V .

Ist n = dimU endlich und (u1, ..., un) eine Orthonormalbasis
(ON-Basis) von U, dann ist durch

πU(v) =
n∑

k=1

b(uk , v)uk

eine Orthogonalprojektion πU : V → U definiert.



Satz über die Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Satz (16.5)

(i) Sei U ⊆ Rn ein Untervektorraum der Dimension m ∈ N0

von V , (u1, ..., um) eine ON-Basis und U ′ ⊇ U ein
(m + 1)-dimensionaler Untervektorraum. Dann existiert ein
Vektor um+1 ∈ U ′, so dass (u1, ..., um, um+1) eine ON-Basis
von U ′ ist.

(ii) Jeder Untervektorraum des Rn besitzt eine ON-Basis.

Es ist leicht zu sehen, dass Satz 16.5 für beliebige
endlich-dimensionale euklidische Vektorräume gültig ist.



Algorithmus zur Bestimmung einer ON-Basis

Sei U ein m-dimensionaler Untervektorraum des Rn. Das folgende
Verfahren liefert eine ON-Basis von U.

(1) Wähle eine beliebige Basis B = (v1, ..., vm) von U und und
setze k = 0, B′ = ∅.

(2) Im Fall k = m ist das Verfahren beendet. Ansonsten nehmen
wir an, dass B′ = (u1, ..., uk) bereits eine ON-Basis von
Uk = 〈v1, ..., vk〉R ist.

(3) Berechne die Orthogonalprojektion von vk+1 auf Uk durch

wk+1 =
k∑

`=1

〈u`, vk+1〉u`.

(4) Definiere den Vektor ũk+1 = vk+1−wk+1 und normiere ihn zu
uk+1 = ‖ũk+1‖−1ũk+1.

(5) Erweitere B′ um den Vektor uk+1, ersetze k durch k + 1, und
gehe zurück zu Schritt (2).

Kurzform:
”
projizieren - Differenz bilden - normieren“









Kriterium für symmetrische Bilinearformen

Proposition (16.6)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine Bilinearform
auf V . Sei B eine beliebige Basis von V und A = MB(b). Unter
diesen Voraussetzungen ist b genau dann symmetrisch, wenn A
symmetrisch ist.



Semidefinite und indefinite Bilinearformen

Definition (16.7)

Sei V ein R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf
V . Man bezeichnet b als

(i) positiv semidefinit, wenn b(v , v) ≥ 0

(ii) negativ semidefinit, wenn b(v , v) ≤ 0

(iii) negativ definit, wenn b(v , v) < 0

jeweils für alle v ∈ V \ {0V } gilt. Eine Bilinearform die weder
positiv noch negativ semidefinit ist, bezeichnet man als indefinit.



Literaturhinweis

In der Vorlesung habe ich kurz darüber gesprochen, dass in der
Speziellen Relativitätstheorie der Physik indefinite Bilinearformen
zum Einsatz kommten, mit der

”
zeitartige“,

”
raumartige“ und

”
lichtartige“ Vektoren unterschieden werden. Wer mehr über die

Geometrie der Speziellen Relativitätstheorie erfahren möchte, kann
sich in dem Buch

Roger Penrose,
”
Road to Reality“

einmal die Kapitel 17 und 18 durchlesen. (Bei Roger Penrose
handelt sich um den engsten Forschungskollegen des berühmten
Physikers Stephen Hawking. Das Buch unternimmt den Versuch,
einem allgemeinen Leserkreis einen fundierten Gesamtüberblick
über die Theoretische Physik bis hin zu den neuesten Entwicklun-
gen, wie z.B. der Stringtheorie, zu bieten. Meiner Meinung ein
wirklich herausragendes Werk, hinter dem die meisten übrigen
populärwissenschaftlichen Darstellungen verblassen.)



(Semi-)Definite und indefinite Matrizen

Sei A ∈Mn,R eine symmetrische Matrix. Dann ist die eindeutig
bestimmte, symmetrische Bilinearform b auf dem Rn mit

ME(b) = A

gegeben durch

b(v ,w) = tvAw für alle v ,w ∈ Rn.

Definition (16.8)

Eine symmetrische Matrix A ∈Mn,R wird als positiv definit (bzw.
positiv semidefinit, negativ (semi-)definit, indefinit) bezeichnet,
wenn die Bilinearform bA gegeben durch

bA(v ,w) = tvAw

diese Eigenschaft besitzt.



Das Hurwitz-Kriterium

Satz (16.9)

Sei A ∈Mn,R eine symmetrische Matrix und Ak jeweils die linke
obere k × k-Teilmatrix, für 1 ≤ k ≤ n. Genau dann ist A positiv
definit, wenn

det(Ak) > 0 für 1 ≤ k ≤ n

erfüllt ist.








