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§ 1. Konvergenz in metrischen Rdumen

Inhaltsiibersicht

In Kapitel § 14 haben wir zwei wichtige neue Grundbegriffe eingefiihrt: die Normen auf einem R-Vektorraum und
die Metriken auf einer Menge. Allerdings kennen wir bisher abgesehen von der Norm ||v|| = +/{(v, v}, die durch das
euklidische Standard-Skalarprodukt induziert wird, keine weiteren konkreten Beispiele. Wir beginnen das aktuelle
Kapitel mit der Einfiihrung einer Vielzahl weiterer Normen auf dem R", den sog. p-Normen. Auflerdem behandeln wir
das Konzept der Aquivalenz von Normen, das im Hinblick auf die mehrdimensionale Analysis eine wichtige Rolle spielt,
weil viele analytische Eigenschaften von Funktionen (wie Stetigkeit oder Differenzierbarkeit) unveréndert bleiben,
wenn man zu einer dquivalenten Norm iibergeht.

AulRerdem verallgemeinern wir die Definition der Konvergenz, die wir aus dem ersten Semester fiir Folgen reeller Zahlen
definiert haben, auf Folgen in beliebigen metrischen Rdumen. Wie dort ist auch hier das Ziel, der ungenauen Aussage,
dass eine Folge (x™), o in einem metrischen Raum (X, dy) sich einem Punkt a € X ,nahert*, oder dass der Abstand
zwischen x™ und a ,immer kleiner wird“, eine prizise Bedeutung zu geben. Auch das Konzept der Cauchyfolgen,
dass die Feststellung der Konvergenz ohne die Angabe eines Grenzwerts ermoglicht, 14sst sich auf die metrischen
Réume iibertragen. Zum Schluss beweisen wir den sog. Banachschen Fixpunktsatz, ein wichtiges Hilfsmittel sowohl
fiir praktische Anwendungen, vor allem numerische Verfahren, als auch fiir theoretische Herleitungen. Beispielsweise
werden wir diesen Satz spater beim Kriterium fiir lokale Umkehrarkeit und implizit definierte Funktionen verwenden,
und noch spater werden wir ihm in der Theorie der Gewdhnlichen Differenzialgleichungen wieder begegnen.

Wichtige Begriffe und Sditze

e Konvergenz und Grenzwerte in metrischen Rdumen
e  Cauchyfolgen und Vollstdndigkeit metrischer Rdume
e Definition der p-Norm auf R" fiir p € [1,+00].

e Definition der Aquivalenz von Normen

e Je zwei Normen auf dem R" sind &quivalent.

e Banachscher Fixpunktsatz

(1.1) Satz Auf dem R-Vektorraum V = R" ist fiir jedes p € R, p = 1 durch
||x||p = v Z?:l |xi|p E) xz(xl)"'7xn)ev
eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm erhélt man durch

x|l = max{|x;],...,|x,|} , die Supremumsnorm.

Beweis: Wir tiberpriifen zunichst die Normeigenschaften der Supremumsnorm. Offenbar gilt || x|| ., = O genau dann,
wenn |x;| = ... = |x,| = 0 gilt, und dies wiederum genau dann der Fall, wenn x = Oy, ist. Seinun x € V und A € R.
Fiir den Beweis der Gleichung [|[Ax||cc = |A|l|x||loo seii € {1,...,n} so gewdhlt, dass |x;| = |x;| fiir 1 < j < n erfiillt

ist. Dann gilt auch |Ax;| > |Ax;| fiir alle j, und es folgt [|Ax||cc = [Ax;] = [Allx;| = |Al]|x || oo

- 3 —



Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien x, y € R" vorgegeben. Fiir 1 <i < n gilt jeweils

i +yil < Ixl+ 1yl <0 lxlloo + Yl
also auch ||x + ¥loo < |X|leo + ||¥]loo- Damit ist || - || oo tatsédchlich eine Norm auf V.

Wenden wir uns nun dem Beweis der Norm-Eigenschaften fiir die p-Norm zu, wobei p € R und p > 1 ist. Fiir jedes
x € V gilt auch hier ||x||, = 0 genau dann, wenn die Betrége |x;| der Koordinaten alle gleich Null sind, und dies ist

wiederum &quivalent zu x = Op.. Fiir alle x € R" und A € R gilt

IAxl, = XAl = AYX5 P = &, (1.2)

Also ist auch die zweite Bedingung erfiillt. Der Beweis der Dreiecksungleichung ist leider nur fiir p = 1 einfach. Hier

folgt sie durch die Rechung
n n n
Ix+yly = Dllx+yl < Dllxl+ > vl = lxlh+llyls. D
i=1 i=1 i=1

Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung im Fall p > 1 benétigen wir als zusatzliches Hilfsmittel die Holdersche

Ungleichung. Der Beweis dieser Ungleichung erfordert allerdings ein wenig Vorbereitung.

(1.3) Lemma Seien p,q € R, p,q > 1 mit 11’ + % =1und x,y € R,. Dann gilt

+2,

x
T p ¢

xl/pyl/q <

Beweis: Wir konnen voraussetzen, dass x, y # 0 sind, denn im Fall x = 0 oder y = 0 ist die Ungleichung offensicht-
lich erfiillt. Aus Symmetriegriinden kdnnen wir aullerdem x > y annehmen, da wir ansonsten die Aussage durch
Vertauschung von x und y bzw. p und g auf diesen Fall zuriickfithren konnen. Schlief3lich kénnen wir auch noch

x > y voraussetzen, denn im Fall x = y reduziert sich die Aussage auf die offensichtliche Ungleichung x < x.

Dividieren wir die Ungleichung durch y und setzen wir £ = §, dann erhalten wir auf der rechten Seite den Term

1 1 - 1 1 _— lg_
6+, = E+1-5 = J(E-D+1 ,

auf der linken Seite x'/Py /a1 = (;‘—/)1/"y1/"“/q’1 = £V/P, Es geniigt also, fiir jedes reelle £ > 1 die Ungleichung
gV < %(E —1)+ 1 zuvbeweisen. Setzen wir 11 = £ — 1, so erhalten wir nach Subtraktion von 1 auf beiden Seiten die

dquivalente Ungleichung
(m+1YP -1 < 3in fir n>0

Diese kann nun durch den Mittelwertsatz der Differentialrechnung bewiesen werden. Dazu betrachten wir die Funkti-
on ¢(t) = (t +1)"/? auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 7]. Auf Grund des Mittelwertsatzes gibt es ein t, € ]0,7[
mit ¢(n) — ¢(0) = n¢’(t,). Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich (n + 1)'/? — 1, die rechte Seite ist wegen
d'(t) = Il,(t + 1)Y/P71 gleich 7 - %(to + 1)YP~1, Wegen t, +1 > 1 und % —1 < 0 kann die rechte Seite durch
11)(t0 + 1P < %'q abgeschitzt werden. |



Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus der Linearen Algebra lésst sich nun verallgemeinern zu

(1.4) Proposition (Héldersche Ungleichung)
Seien x,y € R", x = (xy,...,x,) und y = (¥y,...,¥,), und seien p,q € R mit p,q > 1 und
11) + % =1 vorgegeben. Dann gilt

n

Dyl < NNyl

i=1

Beweis: Nach Lemmma|(1.3), angewendet auf die nicht-negativen Zahlen Illfclllli und Illj;ll" gilt
P
. A |p |a
il il Ll 1l ci<n
llxll, 11yl pllxll,  qllyllg
Daraus folgt
n
1P 1 (v.]e
Z |yl < Z( IXIP Iyllq)
IIXIIP lyllg \pllxll,  qllyllg
1 1 1
|x; [P + ly:lP = [l + Iyllg = —-+- = 1
p || I|§ lzl: q || IIZ 121: p llx IIP q || IIq P q
Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit |x||,||y|l, erhalten wir die Héldersche Ungleichung. O

Beweis der Dreiecksungleichung fiir die p-Norm, fiir p > 1:

Seien x, y € R" vorgegeben. Wir konnen x +y # Or. annehmen, weil die Dreiecksungleichung ansonsten offensicht-
lich sogar mit Gleichheit erfiillt ist. Sei ¢ € R die eindeutig bestimmte (positive) reelle Zahl mit 1 + 1 =1, némlich

q = ;5. Aullerdem sei z € R" der Vektor mit den Komponenten z; = (x; + ;)P Lfiir1 <i<n. Es g11t dann

n n n n n
Ix+yl2 = Dll+ylr < Dol +ylP D Iyl + vl = D Ixllal+ D il
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n 1/q n 1/q
< xllizlly + llyllplzll, = ||x||p(2|xi+yi|@—”q) +||y||p(2|xi+yi|(P—”‘I)

i=1 i=1

n (p—1)/p n (p—1)/p
= xll, (Z|xi+yi|l’) + llyll, (Z|xi+yi|f’) = el I+ Y17+ lylly - llx+y 1127
i=1 i=1
wobei im vierten Schritt die Holdersche Ungleichung und im sechsten Schritt die Gleichungen q = p’%l und 2 1= ”T

verwendet wurden. Division durch ||x + }’||§_1 auf beiden Seiten liefert das gewiinschte Ergebnis.

Die Verwendung vom Index oo bei der Supremumsnorm ist auf Grund der folgenden Beziehung zwischen p-Norm

und Supremumsnorm gerechtfertigt.

(1.5) Proposition Fiir alle x € R" gilt lirgo [, = [1x] oo
p—)



Beweis: Fiir x = 0 ist die Gleichung offensichtlich erfiillt, denn dann gilt ||x||cc = 0 und ||x||, = O fiir alle p € IN. Sei

nun x # 0 und x; die Komponente von x mit dem gréften Betrag. Dann kdnnen wir ||x||, auch in der Form

n |X |p 1/p
i
x| (Z kalp)

i=1

B
[ [P

schreiben. Die Summe in der Klammer kann nach unten abgeschétzt werden durch = 1, und nach oben wegen

||j:k"‘; < 1fiir 1 <i < n durch den Wert n. Fiir jedes p gilt also jeweils |x;| < ||lx]|, < |x|- ¥/n. Wegen
In(n)
lim |x.|-¥n = x| lim ¥n = |x|- lim e?r = |x /- = |x
p_)+oo| Kl Vn x| p_)+oo\/— || porr oo b || ||
folgt nun aus dem Sandwich-Lemma, dass auch ||x||, fiir p — +00 gegen [x;| = [|x||o konvergiert. m|

Haufig lassen sich Normen durch eine Konstante gegeneinander abschétzen. So gilt fiir alle x € R" zum Beispiel

n 1/2
el = (leklz) < P2 = Ve
k=1

wobei x; wieder eine Komponente von x mit maximalem Betrag |x;| bezeichnet. Eine ebenso einfache Rechnung
zeigt ||x]lee < |x]lo. Zwischen der 1- und der Supremumsnorm hat man die Abschétzungen ||x||; < n||x||s und

lIxlloo < [l

(1.6) Definition Zwei Normen ||-|| und ||-||" auf einem R-Vektorraum V werden als dquivalent

bezeichnet, wenn reelle Konstanten y;, vy, > 0 mit der Eigenschaft

rllxll < xlll < 7yl fiir alle x € V existieren.

Offenbar gleichwertig mit dieser Bedingung ist die Existenz von reellen Konstanten &6, 6, > 0 mit ||x|| < & ]|x|| und
lx|l” < 8,|lx|| fiir alle x € V.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass jede Norm auf einem R-Vektorraum V zu sich selbst dquivalent ist. Ist eine Norm

|- || auf V dquivalent zu || - ||/, dann ist auch || - || &quivalent zu || - ||. Sind || - ||, || - |I', || - ||” drei Normen auf V, wobei

|| - || 4quivalent zu || - || und || - || 4quivalent zu || - ||, dann ist auch || - || &quivalent zu || - ||”. Die Ausarbeitung der
Details ist eine leichte Ubungsaufgabe. Man fast die drei Aussagen zusammen in der Feststellung, dass durch den

Begriff der Aquivalenz auf der Menge der Normen von V eine Aquivalenzrelation gegeben ist.

Dem Begriff der Aquivalenz lisst sich folgendermaRen eine anschauliche Bedeutung geben. Fiir alle r € R* und

a € V bezeichnen wir mit
Byr(@) = {xeV||x—adal<r} bzw. B”,”’r(a) = {xeV||x—a|l<r

den offenen bzw. abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt a beziiglich der Norm || - ||. Ebenso definieren
wir By und BH-H’,r fiir die Norm || - ||. Die folgende Graphik zeigt die abgeschlossenen Bélle einiger Normen auf

dem R2, wobei der blaue Punkt jeweils den Koordinatenursprung kennzeichnet.



{x eR?[llxll, <1} {x eR?|llxll < 1} {x eR? | llxloo <1}

(1.7) Proposition Sei § € R*. Dann ist die Ungleichung ||x||" < &||x|| fiir alle x € V gleichbe-
deutend mit By .(a) € By 5,(a) fiir a € V und r € R*. Eine entsprechende Aussage gilt auch

fiir die abgeschlossenen Balle.
Beweis: Wir beschrianken uns darauf, die Aquivalenzaussage fiir die offenen Bille zu beweisen.

,2=>“ Setzen wir ||x||" < &||x|| fiir alle x € V voraus. Ist nun x € B .(a) vorgegeben, dann gilt ||x —al| < r, damit

Ollx —all < 6r und ||x —all’ < 6r. Es folgt x € B 5.(a).

»<“ Nehmen wir an, dass By .(a) € By s-(a) fir alle r € R* und a € V erfiillt ist, zugleich aber ein x € V mit
llx|l” > &llx|| existiert. Setzen wir r = ||x||’, dann gilt ||6x]|| = &]|x|| < r und somit 5x € By, (Oy). Andererseits ist

llx|" =r, also ||5x||" = 6r und damit 5x ¢ B 5,(0y). Dies steht zur angenommenen Inklusion im Widerspruch. O

Dem folgenden Resultat hat fiir die Analysis endlich-dimensionaler Vektorrdume eine zentrale Bedeutung.

(1.8) Satz Aufjedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V sind je zwei Normen dquivalent.

Beweis: Seien || -] und || - ||’ zwei Normen auf V. Beim Nachweis der Aquivalenz beschrinken wir uns zunichst auf
den Fall V = RY, fiir beliebiges d € IN. Es geniigt zu zeigen, dass || - || dquivalent zur 1-Norm || - ||; ist. Weil || - ||
nimliche eine beliebig gewihlte Norm ist, folgt aus dem Beweis dann auch die Aquivalenz von || - || und || - ||;, und

auf Grund der Bemerkungen von oben erhalten wir somit insgesamt die Aquivalenz von || - || und || - ||’.

Sei 6, = max{||e, ||, ..., |legll}, wobei e; € RY jeweils den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Fiir einen beliebigen Vektor
v € R" mit v = (vy, ..., v,) gilt dann
d

E Vi€;

i=1

vl =

d d
< Dbl < &>l = Silvih.
i=1 i=1

Um zu zeigen, dass auch eine Konstante 6, mit der Eigenschaft ||v||; < &8,||v]| existiert, betrachten wir die Menge
S = {w e R¢| ||w|]; = 1} und definieren y = inf{ ||w|| | w € S}. Angenommen, wir kénnen zeigen, dass y > 0
ist. Fiir einen Vektor v € R, v # Opa ist w = Ivll;'v in S enthalten, es gilt also ||v]|!|[v|| = |lw|]l = y und somit
[Ivll; < y7|v|l. Im Fall v = Oga ist die Ungleichung ||v||; < v !||v|| offenbar auch erfiillt. Setzen wir also 6, = 7!,

dann gilt ||v||; < &,||v| fiir alle v € RY, und die Aquivalenz der beiden Normen ist damit bewiesen.



Die Ungleichung y > 0 erhalten wir durch den folgenden Widerspruchsbeweis. Angenommen, es ist y = 0. Dann
gibt es eine Folge (w™), . von Vektoren w™ € § mit lim,, ||[w™|| = 0. Wegen ||[w™||; = 1 gilt jeweils |W5n)| <1 fir
die Komponenten von w'™ (fiir alle n € IN, 1 < i < d). Insbesondere die Folge (W(1n))ne]N ist also ganz im Intervall
[—1, 1] enthalten. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral$ aus der Analysis einer Variablen gibt es eine Teilfolge von
(W(ln))ne]Na die gegen eine Zahl a; € R konvergiert. Durch Ubergang zu einer Teilfolge von (w,,),c kénnen wir also

erreichen, dass lim,, w(ln) = q, erfiillt ist. Indem wir die Folge noch weiter ausdiinnen, kdnnen wir sogar

m

i

lim w

a; fir 1<i<d annehmen.
n—.oo

Setzen wir a = (ay, ..., ay) € RY, so folgt lim,, ||a —w™)||, = lim,, Zle la; —wgn)l = 0. Aus w € S folgt nun einerseits

[lw™]|| =1 fiir alle n € IN und somit auch

d d
— ) — ; (),  _ ; (n) —
lal, = Zlm - ngrgo2|wi| = lim W, = 1.
1= 1=

Also ist auch a in S enthalten. Betrachten wir andererseits fiir jedes n € IN die Ungleichung ||a|| < [la—w™||+|lw®™)]| <
51lla—w™|l; + ||w™|| und lassen wir n gegen Unendlich laufen, so folgt ||a]| = 0. Auf Grund der Norm-Eigenschaft
von || - || miisste a = Ora gelten. Aber in diesem Fall kann a kein Element von S sein, denn es gilt ||Orq||; = 0. Wir

haben die Annahme y = 0 auf einen Widerspruch gefiihrt. Damit ist der Beweis fiir V = R? insgesamt abgeschlossen.

’ zwei Normen auf V. Aus der

Sei nun V ein beliebiger d-dimensionaler IR-Vektorraum, und seien || - || und || - ||
Linearen Algebra ist bekannt, dass je zwei R-Vektorrdume derselben Dimension isomorph sind. Es gibt also einen
Isomorphismus ¢ : V — R? von R-Vektorrdumen. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass sich eine Norm durch
einen Vektorraum-Isomorphismus von einem RR-Vektorraum auf einen anderen iibertragen ldsst. Demnach sind durch
VIl = ll¢ 2 (v)|| und vl = l¢~1(v)|| Normen auf R¢ definiert. Wie wir bereits gezeigt haben, sind zwei Normen
auf R? Adquivalent, also gibt es Konstanten §,,5, € R* mit VI, < &4lIvll, und |[v]l, < &,[Iv||. fiir alle v € RY. Fiir

ein beliebig vorgegebenes v € V gilt dann

Ivl" = lleMIL < &illeGvll. = &illvll.

Genauso beweist man die Abschéitzung ||v|| < &,||v|I’. O

Genau wie bei den normierten Vektorrdumen definieren wir

(1.9) Definition Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jeden Punkt x € X und jede Zahl r € R*
bezeichnet man B,(x) = {y € X | d(x,y) < r} bzw. B,(x) = {y € X | d(x,y) < r} als den

offenen bzw. den abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt x.

Ist speziell V = R? fireind € Nund || - || = || - Il,

induzierte Metrik mit d,. Ein wichtiger Spezialfall ist die von jeder p-Norm auf R! = R induzierte Metrik gegeben

fiir ein p € R mit p > 1 oder p = 00, dann bezeichnen wir die

durch d(x,y) = |x —y| fir x, y € R, die wir auch als Standardmetrik auf R bezeichnen.

Allgemein wird nicht jede Metrik von einer Norm induziert, selbst dann nicht, wenn die unterliegende Menge X

Teilmenge eines R-Vektorraums ist. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.



(1.10) Definition Auf jeder Menge X ist die diskrete Metrik 6y folgendermalien definiert:
Fiir alle x € X ist 6x(x,x) =0, und fiir alle x, y € X mit x # y setzt man &y (x,y) =1.

Dass es sich bei 0y tatsdchlich um eine Metrik handelt, kann leicht {iberpriift werden. Ist nun V ein mindestens
eindimensionaler R-Vektorraum, dann wird &, nicht durch eine Norm || - || auf V induziert. Denn nehmen wir an,
dies wire doch der Fall. Fiir einen beliebigen Vektor v # 0, gilt dann &6 (v, 0y) = ||v|| und 6, (2v,0y) = ||2v|| = 2]||v|.
Aus der ersten Gleichung und der Definition der diskreten Metrik folgt dann ||v|| = &,(v,0,) = 1. Durch erneute

Anwendung der Definition erhalten wir dann aber den Widerspruch 1 = 6,(2v,0,) = ||12v|| = 2||v|]| = 2.

Fiir das Verstdndnis ist es auch hilfreich sich zu iiberlegen, wie die offenen bzw. abgeschlossenen Bélle beziiglich der
diskreten Metrik auf einer Menge X aussehen: Fiir alle x € X und r < 1 ist B,(x) = B,(x) = {x}. Fir r = 1 gilt
B.(x)={x} und B,(x) = X. Im Fall r > 1 gilt schlieflich B, (x) = B, (x) = X.

In der Analysis einer Variablen haben wir die Schreibweise (x, ), fiir Folgen reeller Zahlen verwendet. Als mathe-
matisches Objekt ist eine solche Folge lediglich eine Abbildung IN — RR. Unter einer Folge in einem metrischen Raum
(X, d) verstehen wir nun entsprechend eine Abbildung IN — X und verwenden fiir solche Folgen Bezeichnungen der
Form (x™), . Den Index n des Folgengliedes setzen wir nach oben, da es sich bei unseren metrischen Raumen oft
um Teilmengen des R™ handelt und wir den unteren Index zur Bezeichnung der Komponenten des Vektors benotigen.
Die Komponenten eines Folgenglieds x(" im Vektorraum R™ bezeichnen wir iiblicherweise mit xl({") firl<k<m.

In dieser Schreibweise gilt dann x™ = (x%"), ey x (),

(1.11) Definition Sei (X,d) ein metrischer Raum, (x(™), eine Folge in X und a € X ein
Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X, d) gegen a und schreibt

lim x® = a ,
n—,oo

wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass x™ € B,(a) fiir alle n > N gilt. Der Punkt a
wird in diesem Fall ein Grenzwert der Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X

konvergiert, bezeichnet man als divergent.

Nach Definition ist die Bedingung x € B,(a) dquivalent zu d(a, x) < . Die Konvergenz der Folge (x), o ist also
dquivalent dazu, dass
lim d(a,x™) = 0 gilt. (1.12)
n—oo

Die folgende Abbildung zeigt, wie man sich die Konvergenz im R? aussehen kénnte: Egal wie klein die graue Um-
gebung des rot eingezeichneten Grenzpunktes a gewihlt wird, es liegen immer alle bis auf endlich viele Punkte

innerhalb der Umgebung und nur endlich viele au3erhalb.
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Im speziellen metrischen Raum (IR, d;) ist die Konvergenz einer Folge (x™), .,y gegen einen Punkt a € R gleich-
bedeutend mit der Konvergenz, wie wir sie in der Analysis einer Variablen definiert haben. In diesem Fall hat die
Bedingung |i einfach die Form lim,, |x(™ — a| = 0. Wie in der Analysis einer Variablen gilt auch hier

(1.13) Proposition Jede Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x™), . eine Folge in X. Nehmen wir an, dass die Folge in (X,d)
die beiden Grenzwerte a, b € X besitzt, wobei a # b ist. Sei ¢ = d(a, b). Dann gibt es ein N € IN, so dass zugleich

d(x™, a) < %8 und d(x™, b) < %E fiir alle n > N erfiillt ist. Dies fiihrt nun zu dem Widerspruch

e = d(ab) < daxM+dx™,p) < Lle+le = & O
Beziiglich der diskreten Metrik l&sst sich die Konvergenz einer Folge besonders einfach beschreiben.

(1.14) Proposition Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (x™),. im metrischen Raum
(X, 6x) ausgestattet mit der diskreten Metrik konvergiert genau dann gegen einen Punkt a € X,

wenn ein N € IN mit x™ = ¢ fiir alle n > N existiert.

Beweis: ,<“ Sei N eine natiirliche Zahl mit der angegebenen Eigenschaft und ¢ > 0 vorgegeben. Fiir alle n > N
gilt dann 55 (x™,a) = 6y(a,a) = 0 < ¢, also ist die Konvergenzbedingung erfiillt. ,=>“ Nach Voraussetzung gibt
esfir e =1 ein N € N, so dass 5x(x™,a) < 1 fiir alle n > N gilt. Weil 55 nur die Werte 0 und 1 annimmt, ist
5y (x™ a) = 0 fiir alle n > N. Nach Definition der diskreten Metrik bedeutet dies x™ =q fiiralle n > N. O

(1.15) Proposition Sei V ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und || - ||’,
und seien d,d’ die beiden von den Normen induzierten Metriken. Sei a € V und (x™),oyy eine
Folge. Genau dann konvergiert die Folge (x(™), .,y gegen a im metrischen Raum (V, d), wenn sie

im metrischen Raum (V,d’) gegen a konvergiert.

Beweis: Nach Definition der Aquivalenz gibt es Konstanten §,5’ € R* mit ||v|’ < §||v|| und ||v|| < &’||v||’ fiir alle
v € V. Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen: Konvergiert (x™), . im Raum (V,d) gegen a, dann auch im
Raum (V,d"). Setzen wir ersteres also voraus. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € IN mit ||xP—al| = d(x™,a) < 6§ '¢

fiir alle n > N. Es folgt dann
dx™a) = |xW—q| < 6§lxW—qa]| < 65 = ¢ fiir alle n > N.

Dies zeigt, dass (x™), .y im metrischen Raum (X, d’) konvergiert. O



Nach Satz sind je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum &quivalent. Sei V ein solcher
Vektorraum, || - || eine beliebige Norm, d die induzierte Metrik und X C V eine Teilmenge. Bezeichnen wir die
Einschrankung der Abbildung d auf die Teilmenge X x X €V x V ebenfalls mit d, so ist (X, d) ein metrischer Raum.
Eine Folge in X bezeichnen wir als konvergent gegen einen Punkt a € X, wenn sie im metrischen Raum (X, d) gegen
a konvergiert. Nach Proposition [(1.15)]ist diese Definition von der Wahl der Norm || - || unabhéngig.

(1.16) Satz Seim € IN. Eine Folge (x(), oy im R™ konvergiert genau dann gegen einen Punkt

a € R™, wenn lim x,((”) = qq fiir 1 < k < m erfiillt ist.
n—oo

Beweis: ,<“ Wie im Absatz zuvor erliutert wurde, geniigt es zu zeigen, dass (x(),cy im metrischen Raum
(R™,d.,) gegen a konvergiert. Sei ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung gibt es fiir jedes k € {1, ..., m}
ein N, € IN, so dass jeweils |x,(<”) —a;| < ¢ fiir alle n > N, erfiillt ist. Setzen wir N = max{Nj, ...,N,,}, dann gilt fiir
alle n > N die Abschatzung

doo(x@,a) = [Ix®—alloe = max{|x" —ail,..., xP —a,l} < e

Nach Definition bedeutet das, dass (x™),y im metrischen Raum (R™, d,,) konvergiert.

(n)
k

,=“ Sei (xM), .y eine Folge, die im metrischen Raum (R™, d.,) gegen a konvergiert. Zu zeigen ist lim, x;") = a,

fiir 1 < k < m. Sei dazu € € R* vorgegeben und N € IN so gewihlt, dass doo(x™,a) < ¢ fiir alle n > N gilt. Dann

folgt
P —al < max{xV—ayl o X0 =g} = kP —alee = deox™®a) < e
fiir alle n > N und 1 < k < m. Damit ist die Behauptung bewiesen. m|

Beispielsweise ist die Folge (a,),cn im R? gegeben durch a, = (%,(—1)") divergent, weil die zweite Komponente
(—1)" der Folge divergiert. Die Folge (b, ),en gegeben durch
2 3n’—7n+6
bn =1+ -, &
n 4n2-5

ist dagegen konvergent, es gilt

) , 2\ .. 3n’2—7n+6 3
A0, = (JL“QO(”;)’JEEOW—_5) = @9

(1.17) Definition Eine Folge (x(), . ein einem metrischen Raum (X,d) wird Cauchyfolge
genannt, wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass d(x™, x™) < ¢ fiir alle m,n € IN

mit m,n > N gilt.

Der Beweis der folgenden Aussage ist dem Beweis von Proposition [(1.15)|{iber die Konvergenz sehr &hnlich.

(1.18) Proposition Sei V ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und || - ||’, und
seien d,d’ die beiden von den Normen induzierten Metriken. Sei (x(™),. eine Folge. Genau

dann ist die Folge (x™), o eine Cauchyfolge in (V,d), wenn sie eine Cauchyfolge in (V,d’) ist.



Da je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V &quivalent sind, kénnen wir in Teilmengen
X C V von Cauchyfolgen schlechthin sprechen, ohne Festlegung einer Metrik. Gemeint ist dann immer die Cauchy-

folgen-Eigenschaft beziiglich der von einer (beliebig gewahlten) Norm induzierten Metrik.

Jede konvergente Folge (x(™), <y in einem metrischen Raum (X, d) mit einem Grenzwert a € X ist auch eine Cauchy-
folge. Sei namlich ¢ € R* vorgegeben und N € IN so gewihlt, dass d(x™,a) < %5 fiir alle n > N erfiillt ist. Dann
folgt d(x™, x™) < d(x™, a) + d(a,x™) < %e + %e = ¢ fiir alle m,n > N.

Andererseits gibt es in einigen metrischen Radumen durchaus Cauchyfolgen, die nicht konvergieren. Als Beispiel be-
trachten wir (Q, d) mit der Metrix d(a, b) = |a—b|. Aus der Analysis einer Variablen ist bekannt, dass jede (rationale
oder irrationale) Zahl als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen dargestellt werden kann. Zum Beispiel gibt es eine
Folge (x™), < in Q, die gegen v/2 (im gewohnlichen Sinn) konvergiert. Diese Folge ist in (Q, d) eine Cauchyfolge,
denn fiir vorgegebenes ¢ € R* konnen wir ein N € IN mit |x™ — v/2| < %s fiir alle n > N finden, und es gilt dann
d(xm, x™M) = |xM — xM| < |xM — /2| +]v/2—xM]| < %e + %e fiir alle m,n > N. Aber andererseits ist (x™),c im
metrischen Raum (Q, d) nicht konvergent, denn das wiirde bedeutet, dass (x™),;y zwei verschiedene reelle Grenz-
werte im gewdhnlichen Sinn besitzen wiirde, namlich neben +/2 noch einen rationalen. Dies ist, wie wir bereits aus

der Analysis einer Variablen wissen, unméglich.

(1.19) Definition Ein metrischer Raum (X, d) hei3t vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in
(X, d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum, der vollstdndig beziiglich der induzierten Me-

trik ist, wird Banachraum genannt.
In endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen ist diese Bedingung immer erfiillt.
(1.20) Satz Jeder normierte, endlich-dimensionale R-Vektorraum (V, || -||) ist ein Banachraum.

Beweis: Zunichst betrachten wir den Fall V = R¢ fiir ein d € IN. Sei (x™), eine Cauchyfolge in V. Dann ist
]En))nEIN fiir

1 < k < d Cauchyfolgen im Sinne der Analysis einer Variablen sind. Sei dazu k € {1,...,d} beliebig gewéhlt und

(x™),cn insbesondere eine Cauchyfolge im metrischen Raum (R¢, d., ). Wir zeigen, dass die Folgen (x

e € R* vorgegeben. Weil (x(™), o eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N, so dass de,(x™,x™) < ¢ fiir alle
m,n > N erfiillt ist. Es folgt

e —x® < maxf =V U =X = I —x P = de™x™) < e
fiir alle m,n > N. Also ist jede Folge (xl({"))ne]N) tatsdchlich eine Cauchyfolge in R. Aus der Analysis einer Variablen
ist bekannt, dass jede Cauchyfolge in R konvergiert. Es gibt also a;, ...,a; € R, so dass

limxlin) = q  fir 1<k<d

n—oQo

erfiillt ist. Nach Satz |(1.16)| konvergiert die Folge (x™),. im metrischen Raum (R¢,d.,) gegen den Punkt a =

(aq, ... aq)-



Sei nun V ein beliebiger endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Wegen Proposition und Proposition
geniigt es zu zeigen, dass V beziiglich irgendeiner Norm vollstandig ist, die wir frei wiahlen konnen. Weil d = dimV
endlich ist, gibt es einen Isomorphismus ¢ : R? — V von R-Vektorrdumen, und durch [[v]| = ||¢ " (V)|| ist auf V
eine Norm definiert. Sei nun (y™),c) eine Cauchyfolge in V beziiglich der durch || - || induzierten Metrik, die wir

mit d,, bezeichnen. Fiir jedes n € IN sei x™ = ¢~1(y™). Fiir alle m,n € IN gilt
doo(x™,xM) = doo(d7' ™)™ = eTO™M) =TT Mo =
Iy™—y®I = d (™, y™)

nach Definition, also ergibt sich aus der Cauchyfolgen-Eigenschaft von (y), <y in (V,d;) dieselbe Eigenschaft fiir
die Folge (x™), . in (RY, doy ). Wie bereits gezeigt, konvergiert die Cauchyfolge (x™), o in (R?, do) gegen einen
Grenzwert a € RY. Sei nun b = ¢(a) € V. Fiir alle n € IN gilt dann

doo(x™,0) = doo(@7' ™), 07 (D) = 67O —¢ Do = Iyl = dy(y™,b).

Aus der Konvergenz von (x() . gegen a im metrischen Raum (RY,d.,) ergibt sich also die Konvergenz von

(y™)nen gegen b in (V,dy). O

Wir betrachten nun eine wichtige Situation, in der die Vollstdndigkeit eines metrischen Raumes verwendet wird.

(1.21) Definition Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : X — X wird Kontraktion
genannt, wenn eine Konstante y € ]0, 1[ existiert, so dass d(¢(x), ¢(y)) < yd(x,y) fir alle
x,y € X erfiillt ist.

Diese Eigenschaft einer Abbildung ist entscheidend fiir den

(1.22) Satz (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann besitzt jede Kontraktion ¢ : X — X genau

einen Fixpunkt. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes g € X mit ¢ (z) = z.

Beweis: Existenz: Seiy € R eine Konstante mit y < 1 und d(¢(x), ¢ (¥)) < yd(x,y) fiir alle x, y € X. Wir wihlen
x© € X beliebig und definieren rekursiv x"*) = ¢ (x) fiir alle n € IN. Als erstes schitzen wir nun die Abstinde

d(x™, x("+P) fiir beliebige n, p € IN ab. Fiir jedes n € IN gilt
DM = d(G™), ) < pd(x®, X))
und durch vollstandige Induktion iiber p zeigt man leicht

d(x(”+p),x("+P+l)) < Ypd(x(n)’x(n+l)).



Mit der Summenformel Zi;; vk = (1 —yP)/(1 —y) aus der Analysis einer Variablen und der Dreiecksungleichung

erhalten wir fiir alle p € IN jeweils

p—1 p—1
d(x(n)’x(n+p)) < d(X(n+k), x(n+k+1)) < Z ka(x(n)’ X(n+1)) —
k=0 k=0
127 i ey < L pmy o T oy,
I—y 1—y I—-y

Wegen lim,, y" = 0 ist (x™), v somit eine Cauchyfolge in X. Auf Grund der Vollstindigkeit von (X, d) existiert der

Grenzwert z = lim x™.
n—oo

Um zu zeigen, dass z ein Fixpunkt von ¢ ist, beweisen wir, dass die Folge (x™), oy auch gegen ¢ (z) konvergiert. Ist

¢ € R* vorgegeben, dann existiert ein N € IN mit d(x(, z) < ¢ fiir alle n > N. Daraus folgt
dx"D,¢(2) = d(¢(x"),¢() < ydx™,z) < ye < ¢
fiir alle n > N. Es folgt ¢ (z) = lim, x"**V = lim,, x(" = 2.

Eindeutigkeit: Angenommen, z’ € X ist ein weiterer Fixpunkt von ¢. Aus ¢(z) = z und ¢(z’) = 2’ folgt dann
d(z,2") =d(¢(2), ¢(z") < yd(z,2"). Wegen y < 1 ist dies nur fiir d(z,2") = 0, also z = z’, méglich. O

(1.23) Proposition Fiir den Abstand der Folgenglieder zum Fixpunkt z hat man die
»a priori“-Abschatzung
n
d(x™,z) < 1Y—d(x(0),x(1)).
-Y

Beweis: Es gilt die Abschéitzung
dix™ z2) < d®,xDY 1 d(xD 2) = d(x™, xD) £ d(p(x™), ¢ (2))
< y"d(x@,xW)+yd(x",2)
was zu (1—7y)d(x™,2) < y"d(x©@, xV) < d(x™,2) < %d(x(o), xM) umgeformt werden kann. O

Als Anwendungsbeispiel setzen wir uns zum Ziel, den Wert von +/2 numerisch durch Anwendung des Banachschen

Fixpunktsatzes mit hoher Genauigkeit zu bestimmen. Der naheliegende Ansatz, +2 als Fixpunkt der Abbildung
¢(x) = % zu betrachten, fiihrt nicht zum Ziel, weil diese Abbildung in einer Umgebung von +/2 keine Kontrak-
tion ist. Statt dessen definieren wir ¢ : R — R durch ¢(x) = %(x + %). Die Zahl +/2 ist auch ein Fixpunkt dieser

Abbildung, wie die Rechnung ¢ (v2) = (V2 + %2) = 2(V2+ v2) = 3(2v/2) = v/2 zeigt.

Zunichst betrachten wir die Funktion ¢ auf dem Intervall X = [1, %] Es gilt ¢'(x) = % - % fiir alle x € R*. Auf

dem offenen Intervall ]1, %[ gilt die Abschéitzung
3 = ¢ < ) < i = ¢B)

und somit |¢’(x)| < % fiir alle x €]1, %[. Seien nun x,y €[1, %] vorgegeben. Nach dem Mittelwertsatz der Differen-

. . . 3 .
tialrechung gibt es ein x, € ]1, 5[ mit

P(x)—¢1)
-y

X

¢'(x0) =

Es folgt |¢ (x) — ¢ () = 19" (xo)llx — y| < 3lx — .

e )=o) = ¢ (x0)(x —y).



Wihlen wir nun ¢ € R mit € < % — +/2, und setzen wir X = [v/2—¢, V2 + ¢], dann bildet ¢ die Menge X in sich
ab und definiert auf X eine Kontraktion, mit Kontraktionskonstante y = % Denn wie wir oben gezeigt haben, gilt
lp(x)—(¥)] < %Ix —y| fir alle x,y €1, %], also erst recht fiir alle x, y € X. Ist nun x € X vorgegeben, dann gilt
|x —v/2| < & und somit | ¢ (x) — V2| = |p(x)— p(vV2)| < 3Ix—v2| < ¢, also vV2—1e < ¢p(x) < v2+ 3¢ und damit
auch ¢ (x) € X. Wie wir spéter sehen werden, sind abgeschlossene Teilmengen vollstindiger metrischer Rdume selbst
vollstdandig, und daraus wird sich ergeben, dass X ein vollstindiger metrischer Raum ist. Der Banachsche Fixpunktsatz

ist in dieser Situation also anwendbar.

Definieren wir nun x(© = 1,5 und x"*V = ¢ (x™) fiir alle n € N, dann erhalten wir die Werte

HES
0l 1,5
1 | 1,41666666666666667
2 || 1,41421568627450980
3 || 1,41421356237468991
4 || 1,41421356237309505

Die Abstand |x(®)—x()| kann durch den Wert 0,084 nach oben abgeschitzt werden. Auf Grund der Fehlerabschitzung
Proposition gilt nach vier Schritten [x* — /2| < 0,105, nach zwanzig Schritten |x?® — v/2| < 1,6 -1077. Die
Tabelle zeigt aber, dass die Approximation in der Praxis deutlich besser ist: Es gilt +/2 ~ 1,414213562373095048801,
also sind schon fiir das Folgenglied x alle 17 angegebenen Nachkommastellen korrekt. Statt in der GréRenordnung
0,1 betréigt der tatsichliche Fehler also héchstens 0,5 - 1077,



§ 2. Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rdumen

Inhaltsiibersicht

In der Analysis einer Variablen haben wir die Stetigkeit einer Funktion f : R — R in einem Punkt a € R zunichst mit
Hilfe von Folgen definiert: Fiir jede Folge (x,),en in R mit lim, x, = a muss auch lim, f (x,) = f(a) gelten. Genauso
definieren wir auch die Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdume (X,dy) und (Y,dy) in
einem Punkt a € X. Sind (X, dy) und (Y, dy) beide R mit der Standardmetrik d(a, b) = |b —a|, dann stimmt die neue
Definition der Stetigkeit mit der alten iiberein. Auch das bereits bekannte ¢-5-Kriterium lasst sich fiir metrische Rdume

formulieren.

Ein Homémorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung zwischen metrischen Rdumen, deren Umkehrabbildung eben-
falls stetig ist. Metrische Rdume, zwischen denen eine solche Abbildung existiert, nennt man homéomorph. Diese Be-
ziehung spielt eine wichtige Rolle, wenn man die Gesamtheit der stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum
studieren mochte, weil man dafiir zu einem beliebigen, eventuell leichter handhabbaren Raum wechseln kann. Fiir
Anwendungen in der Physik besonders niitzliche Hom&morphismen erhélt man durch diverse Koordinatenabbildungen
(Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten).

Am Ende des Kapitels befassen wir uns noch mit der Stetigkeit linearer Abbildungen. Lineare Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen sind immer stetig. Bei Anwendungen in der Theorie der Differenzialgleichun-
gen und in der Funktionalanalysis (und auch in der Physik) st6f3t man aber hdufig auch auf unendlich-dimensionale
Réume, bei denen die Stetigkeit einer linearen Abbildungen fiir viele Anwendungen relevant ist. Die in diesem Zusam-
menhang autretende Operatornorm wird héufig auch bei endlich-dimensionalen Problemen verwendet.

Wichtige Begriffe und Scitze
e stetige Abbildungen und Homdomorphismen zwischen metrischen Rdumen
e Funktionsgrenzwert einer Abbildung in einem Beriihrpunkt des Definitionsbereichs

e Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

e Operatornorm einer stetigen linearen Abbildung

(2.1) Definition Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y wird
stetig in einem Punkt a € X beziiglich der Metriken dy und d, genannt, wenn fiir jede Folge
(x™M), o die Implikation

lim x™=a in (X,dy) = linolof(x(”))zf(a) in (Y,dy) gilt.

n—oQo

Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Eine Funktion f : X — R auf einem metrischen Raum (X, dy) bezeichnen wir als stetig, wenn sie beziiglich dy und
der von der 1-Norm induzierten Metrik d;(a, b) = |a — b| auf R stetig ist. Ist auch X eine Teilmenge von R und

dyx = d;, dann stimmt der Stetigkeitsbegriff mit dem Begriff aus der Analysis einer Variablen iiberein.



(2.2) Proposition Seien (X,dy), (Y,dy) und (Z, d;) metrische Rdume.

(i) Jede konstante Funktion auf X ist stetig.

(i) Seien f : X —» Y und g : Y — Z Abbildungen und a € X ein Punkt, so dass f in a und g
in f(a) stetig ist. Dann ist auch g o f in a stetig.

Beweis: zu (i) Seice€ R und f : X — R gegeben durch f(x) = c fiir alle x € X. Sei auBerdem a € X ein beliebig

gewihlter Punkt und (x™), o eine Folge mit lim, x” = a. Dann gilt
. (n) _ . _ _
lm f6) = lime = o= f@

zu (i) Sei (x™), o eine Folge in X mit lim, x™ = a. Weil f in a stetig ist, gilt f (a) = lim, f (x("), und auf Grund
der Stetigkeit von g im Punkt f (a) erhalten wir

(gof)a) = g(f(a)

lim g(f(x™) = lim (g0 f)(x™).

Damit ist die Stetigkeit von g o f in a bewiesen.

Funktionsgraph einer unstetigen und eine stetigen Funktion auf dem RR?.

Die unstetige Funktion besitzt unendlich viele Unstetigkeitsstellen, ndmlich alle (x, 0) mit x < 0 und alle (0, y) mit y <0

Auch der Grenzwertbegriff fiir Funktionen lasst sich auf beliebige metrische Rdume iibertragen. Sei (X, dy) ein me-

trischer Raum und D C X. Wir bezeichnen einen Punkt a € X als Beriihrpunkt von D, wenn a ¢ D gilt und eine
Folge (x™), ¢ in D mit lim, x™ = a existiert.

(2.3) Definition Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Rédume, f : D — Y eine Abbildung auf
einer Teilmenge D € X und a ein Berithrpunkt von D. Wir bezeichnen b € Y als Grenzwert von
f fiir x — a, wenn fiir jede Folge (x™) in D mit lim, x( = a jeweils

lim FOx™y=b  in(Y,dy) erfillt ist.



Sind X und Y Teilmengen von endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen, dann bezeichnen wir eine Funktion f : X —» Y
als stetig in einem Punkt a € X, wenn sie beziiglich der induzierten Metriken von beliebig gewahlten Normen auf X
und Y stetig ist. Auf Grund der in Proposition[(1.15)|formulierten Unabhéingigkeit der Konvergenz von der gewéhlten
Norm hat die Wahl der Norm keinen Einfluss auf die Stetigkeitseigenschaft. Wichtig ist nur, dass die Metriken dy und

dy iiberhaupt von einer Norm induziert werden.

(2.4) Definition Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen (X, dy) und (Y, dy )
wird Homéomorphismus genannt, wenn sie bijektiv, stetig und die Umkehrabbildung f ! : ¥ —
X ebenfalls stetig ist. Existiert ein solcher Hom6omorphismus, dann bezeichnet man (Y, dy ) als

homéomorph zu (X, dy).

Wie man anhand der Definition leicht iiberpriift, ist durch die Eigenschaft ,homéomorph* eine Aquivalenzrelation auf
der Klasse der metrischen Rdume definiert: Ist (Y, d,, ) hom6omorph zu (X, dy ), dann ist auch (X, dy ) homéomorph zu
(Y,dy). Ist (Z, d,) ein weiterer metrischer Raum, und ist (Y, dy,) homéomorph zu (X, dy), und (Z, d,) hom6éomorph
zu (Y, dy), dann ist (Z, d;) homéomorph zu (X, dy ). Man muss hier von der , Klasse“ der metrischen Radume sprechen,
weil diese zu zahlreich sind, um eine Menge zu bilden. Dementsprechend ist die Eigenschaft ,homéomorph“ keine

Relation auf einer Menge, sondern eine sogenannte Klassenrelation.

Die Eigenschaft ,homomorph“ spielt in der Analysis eine wichtige Rolle, weil zwischen den reellwertigen Funktionen
zwischen homoéomorphen metrischen Rdumen eine natiirliche 1-zu-1-Korrespondenz existiert: Ist ¢ : X — Y ein
Homé6omorphismus zwischen metrischen Rdumen (X, dy) und (Y,dy) und f : X — R eine stetige Funktion, dann ist
f o ¢! eine stetige Funktion auf Y. Ist umgekehrt g eine stetige reellwertige Funktion auf Y, dann ist g o ¢ eine
stetige reellwertige Funktion auf X. Wenn man allgemeine Aussagen iiber stetige reellwertige auf diesen Rdumen

untersuchen mochte, dann geniigt es, sich auf einen der beiden Rdume zu konzentrieren.
(2.5) Proposition Die Abbildung 7; : R™ — R, (x, ..., X;,) = X; ist stetig, fir 1 <i < m.

Beweis: Sei a € R™ und (x(),c eine Folge mit lim,_,., x™™ = a. Nach Satz |(1.16)| gilt dann insbesondere
(n) (n)

lim x;" = a;, also insgesamt lim,, m;(x™) = lim,, x; =a;=m;(a). |

n—oo

(2.6) Satz (e-6-Kriterium)

Seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig im

Punkt a beziiglich dy und dy, wenn fiir jedes ¢ € R* ein 6 € R™ existiert, so dass die Implikation

dy(a,x) <6 = dy(f(a),f(x))<e fiir alle x € X erfiillt ist.

Beweis: ,<“ Sei(x(), . eine Folge mit lim, x = a. Zu zeigen ist lim,, f (x™) = f (a). Sei ¢ € R* vorgegeben und
6 € R* so gewihlt, dass die Implikation dy(a, x) < 6 = dy(f (a), f(x)) < ¢ erfiillt ist. Auf Grund der Konvergenz
von (x(), < gibt es ein N € IN, so dass dy(a, x,) < & fiir alle n > N erfiillt ist. Es folgt dann dy (f (a), f (x,)) < € fiir
allen>N.



,=“ Nehmen wir an, dass die Funktion f in a stetig, aber das £-6-Kriterium nicht erfiillt ist. Dann gibt es ein ¢ € R*
mit der Figenschaft, dass fiir jedes 6 € R" ein x € X mit dy(a, x) < & aber dy (f (a), f (x)) = ¢ existiert. Insbesondere
gibt es fiir n € IN ein x(™ € X mit dy(a,x™) < % und dy (f (), f(x™)) > ¢. Es ist dann (x(), < eine Folge mit

lim, x™ = a, aber die Folge (f (x()),cn konvergiert nicht gegen f (a), im Widerspruch zur Stetigkeit. O

(2.7) Proposition Sei (X,dy) ein metrischer Raum, r€e Nund f : X — RY eine Funktion mit
den Komponenten fi,..., f; : X = R, so dass also f(x) = (f;(x),..., f;(x)) fiir alle x € X gilt.

Genau dann ist f in einem Punkt a € X stetig, wenn die Funktionen f;, ..., f; alle in a stetig sind.

Beweis: ,=“ Sei (x(M),c eine Folge, die in (X, dy) gegen a konvergiert. Weil die Funktion f in a stetig ist, gilt
lim, f (x™) = f(a). Nach Satzfolgt daraus lim,, fi.(x™) = f,(a) fiir 1 < k < d. Dies wiederum bedeutet, dass
die Funktionen f,, ..., f, in a stetig sind. ,<=“ Sei wieder (x(), oy eine Folge mit lim, x™ = a. Nach Voraussetzung
sind die Funktionen fi, ..., f; in a stetig, es gilt also lim,, f (x™) = f,(a) fiir 1 < k < n. Nach Satzfolgt daraus
lim, f (x™) = a. Also ist f im Punkt a stetig. O

(2.8) Proposition Die folgenden Abbildungen a : R? —» R, (x,y) — x+y, u : R> - R,
(6,y)—xyund 6 :RxR* - R, (x,y) — § sind stetig.
Beweis: Sei(a,b) € RxRund ((x™, y™)), . eine Folge in R x R mit lim,,_, o (x(”, y™) = (a, b). Nach Satz|(1.16)

gilt dann lim,, x™ = a und lim, y™ = b. Auf Grund der Grenzwertsitze aus der Analysis einer Variablen gilt

lim a(x™,y™) = 1lim ™ +y®) = lim x™+ lim y™ = a+b = a(a,b)
n—o0 n—,oo n—oo n—.oo
und ebenso
lim u(x™,y™) = lim x®Wy®™ = (lim x("))-(lim y(”)) = ab = u(ab)
n—oo n—oo n—.,oo n—oQo
Genauso leitet man die Stetigkeit von 6 aus dem Grenzwertsatz fiir Quotientenfolgen ab. |

(2.9) Folgerung Sei (X,dy) ein metrischer Raum, und seien f, g : X — R stetige Funktionen.

Dann sind auch die Funktionen

F+8)x)=f(x)+g(x) und  (fg)lx)=f(x)g(x)  stetig.

Gilt zusatzlich g(x) # 0 fiir alle x € X, dann ist auch (f /g)(x) = f (x)/g(x) stetig.

Beweis: Nach Proposition ist die Abbildung (f,g) : X — R? gegeben durch (f, g)(x) = (f(x), g(x)) stetig.
Nach Definition gilt f +g = ao(f, g), fg = uo(f,g)und f /g = 6 o(f, g). Weil die Komposition stetiger Abbildungen
nach|[(2.2)] (ii) stetig ist, sind also f + g, f g und f /g stetige Funktionen. 0



Als Anwendungsbeispiel zeigen wir

x3y +5xy

2.10) Proposition Die Funktion f : R2 > R, (x,y) —
(2.10) Prop f (x,¥) eyt

ist stetig.

Beweis: Wie wir in gezeigt haben, sind die Abbildungen (x,y) — x und (x, y) — y stetig. Ebenso ist nach
Proposition (i) die konstante Abbildung (x,y) — 5 eine stetige Funktion. Weil die Abbildung (x,y) — x?2
durch punktweise Multiplikation der Abbildung (x, y) — x mit sich selbst zu Stande kommt, kdnnen wir Folgerung
anwenden und erhalten die Stetigkeit von (x, y) — x2. Die Abbildung (x, y) — x3 kommt durch punktweise
Multiplikation von (x,y) — x? und (x,y) — x zu Stande. Durch eine weitere Anwendung der Folgerung erhélt
man die Stetigkeit von (x,y) — x°. Indem man weiter so vorgeht, beweist man nacheinander die Stetigkeit von
(x,y)— x3y, (x,y) = 5x, (x,y) = 5xy und (x, y) = x>y + 5xy. Genauso beweist man die Stetigkeit der Funktion
(x,y) = x%+ y*+1 im Nenner. Diese ist offenbar fiir alle (x, y) € R? ungleich Null. Durch eine letzte Anwendung
von Folgerung [(2.9)] erhilt man schlieBlich die Stetigkeit von f. m|

(2.11) Lemma Sei (V, || - ||) ein normierter R-Vektorraum. Dann gilt

il =llwlll < llv—wl  firalle v,weV.

Beweis: Seien v,w € V. Dann gilt auf Grund der Dreiecksungleichung einerseits ||v|| = ||[w+(v—w)|| < |[w||+|lv—w]|,
also ||v||—|lw|| £ ||[v—w||. Andererseits gilt auch |w|| = [|[(w—v)+v|| < |l[w—v]||+||v|| und somit ||w||—||v|| < |lv—w]|.
Da der Betrag |||v|| —||w||| immer mit ||v|| —||w]|| oder ||w||—||v|| ibereinstimmt, erhalten wir insgesamt |||v||—||w||| <

[lv—w|. O

(2.12) Folgerung Sei (V,||:||) ein normierter R-Vektorraum. Dann ist V — R, x — ||x||

eine stetige Funktion.

Beweis: Sei v € V und (x™) eine Folge in V mit lim, x” = v. Zu zeigen ist lim, [|x™|| = |[v||. Sei ¢ € R*
vorgegeben. Nach Definition gibt es ein N € IN mit ||[x™ —v|| < ¢ fiir alle n > N. Durch Lemma |(2.11)| folgt
(x| —=1vl] < ||x™ —v|| < € fiir alle n > N. O

Wir betrachten nun eine Reihe von Abbildungen, die besonders fiir physikalische und technische Anwendungen von
Interesse sind. Im Folgenden bezeichnen wir eine Teilmenge von IR der Form [a, b[ oder Ja, b] mit a,b € R und
a < b als halboffenes Intervall der Lange b —a. Zugleich ist b—a auch die Lange des offenen Intervalls Ja, b[ und des

abgeschlossenen Intervalls [a, b].



(2.13) Satz (Definition der Polarkoordinaten)

(i) Die Abbildung ¢ : R — R? gegeben durch ¢ — (cos(¢),sin(¢)) ist stetig, und fiir jedes
halboffene Intervall I der Linge 27 ist die eingeschrankte Abbildung ¢|; eine stetige

Bijektion auf ihre Bildmenge.

(ii) Die Abbildung p,, : R xR — R2, (r, ) = (r cos(p), r sin(¢)) wird Polarkoordinaten-
Abbildung genannt. Fiir jedes Intervall I wie unter (i) ist auch ppq |+« €ine stetige

Bijektion auf ihre Bildmenge.

Beweis: zu (i) Die Abbildung ¢ ist nach Proposition[(2.7)|stetig, weil die Komponentenfunktionen ¢ — cos(¢) und
p — sin(¢) stetig sind. Zu zeigen ist nun nur noch die Injektivitat von ¢|; fiir ein Intervall der Form I = [, ¢ + 27[
oder I = ]y, po + 2], fiir ein beliebiges ¢, € R. Wir beschrédnken uns auf den ersten Fall, da der andere vollkommen
analog behandelt wird. Seien also ¢, @, € I mit ¢ (1) = ¢ (¢,); zu zeigen ist v, = p,. Aus der Voraussetzung folgt
cos(p;) = cos(¢py) und sin(p;) = sin(ep,).

Nun wihlen wir ny,n, € Z so, dass @] = ¢; —2n;7 und ¢, = ¢, —2n,7 beide im Intervall [—m, 7t[ liegen. Es gilt
dann auch cos(p]) = cos(y;) und sin(¢p]) = sin(y;). Weil die Kosinusfunktion auf [0, 7r] injektiv ist und auferdem
cos(x) = cos(—x) fiir alle x € R gilt, folgt aus der ersten Gleichung ¢, € {£¢/}. Weil aber sin(x) > 0 fiir alle
x € ]0,n[ und sin(x) < O fiir alle x € ]—m,0[ gilt, ist auf Grund der zweiten Gleichung nur ¢, = ¢] moglich. Es
folgt @, = @5 +2nym = @] +2n,m = @; + 2(n, —ny ). Weil aber ¢, + 2mm im Fall m # 0 auferhalb des Intervalls I

liegen miisste, im Widerspruch zu ¢, € I, erhalten wir n; = n, und insgesamt ¢, = @,.

zu (i) Weil die Abbildungen (r, ¢) — r und (r, ¢) — ¢ nach Proposition [(2.5)| stetig sind, gilt dasselbe nach Fol-
gerung auch fir (r,¢) — rcos(y) und (r,¢) — rsin(y). Eine erneute Anwendung von Proposition
liefert dann die Stetigkeit der Abbildung p,.. Zum Nachweis der Injektivitdtsaussage sei I wieder ein Intervall
der angegebenen Form, und seien (r, ) und (r',¢’) in R* x I mit p,o(r,9) = ppu(r’, ¢”) vorgegeben. Dann gilt

rcos(p) =r’cos(p’) und rsin(y) = r’ sin(p’). Zunichst erhalten wir
r? = (reos(¢))*+(rsin(¢)*)*> = (r'cos(¢))*+(r'sin(¢’)?)* = (')

und somit r = r’. Daraus folgt cos(¢) = cos(p’) und sin(y) = sin(p’), also ¢ () = ¢ (¢’) fiir die Abbildung ¢ aus

Teil (i). Auf Grund der dort bewiesenen Injektivitét folgt ¢ = ¢’, insgesamt also (r, ¢) = (', ¢”) wie gewiinscht. O

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Bildmenge von ¢|; jeweils der Einheitskreis ist, und dass die Bildmenge von

Prpollr+xr durch R? \ {OR:} gegeben ist. Wir verzichten an dieser Stelle aber auf einen Beweis.

Héufig bezeichnet man in der Physik eine Funktion f : R? — R als Funktion in kartesischen Koordinaten, wihrend
die Funktion f,, auf R* xR gegeben durch fpol = f ©ppoi die entsprechende Funktion ,,in Polarkoordinaten” genannt
wird. Der Ubergang zu Polarkoordinaten erméglicht besonders in Situationen eine Vereinfachung von Berechnungen,
in denen die Funktion symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs (0, 0) ist, der Funktionswert f (x, y) also nur

vom Abstand r = ||(x, ¥)||, des Punktes (x, y) vom Ursprung abhéngt.



Beispielsweise hat die Funktion f (x, y) = (x% + y2)? in Polarkoordinaten die einfache Form

foi(n@) = (Foppadng) = f(reos(p),rsin(p)) = ((rcos(p))*+ (rsin(p))?*)?
= (Pcos(¢) +sin(@))? = (2P =

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, auch partielle Ableitungen und diverse Differenzialoperatoren, die wir
spéter einfithren werden (Gradient, Divergenz, Rotation), in Polarkoordinaten ausdriicken zu kénnen. Wir kommen

zu einem geeigneten Zeitpunkt auf dieses Thema zuriick.

Wir werden spéter auch zeigen: Ist I ein offenes Intervall mit Linge < 27, dann sind ¢|; und pp|r+x; sogar Ho-
momorphismen auf ihre Bildmenge. Im Kapitel iiber die implizite Funktionen und lokale Umkehrbarkeit werden wir

sehen, dass man dies nachweisen kann, ohne die Umkehrabbildung vorher explizit auszurechnen.

Ist I jedoch halboffen mit Linge 27, zum Beispiel I = [0,27n[, dann ist ¢|; kein Homéomorphismus, denn die
Umkehrabbildung (¢|;)™! ist im Punkt (1,0) unstetig. Eine bijektive stetige Abbildung ist also im Allgemeinen kein
Homémorphismus! Um das in dieser konkreten Situation zu sehen, betrachten wir die Folge (¢™), < in I gegeben
durch ™ = 271—% fiir alle n € IN und definieren (x(, y™) = ¢ (™) fiir n € IN. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ gilt
lim, (x™, y™) = ¢ (27) = (cos(27), sin(27)) = (1,0). Nun ist (¢|;)"1(1,0) = 0, denn 0 ist der eindeutig bestimmte
Punkt in I mit (¢|;)(0) = (cos(0),sin(0)) = (1,0). Wire auch (¢|;)" stetig, dann miisste also lim, ¢~ (x™, y() =
(¢1,)71(1,0) = 0 gelten. Tatsichlich gilt wegen ¢™ €I und ¢(p™) = (x™, y™) fiir alle n € N aber
lim 1™, yMy = lim o™ = nlingo(Zn -3y = 21 #£ o

n—oQo

Im RR3 ist vor allem die Verwendung der folgenden Koordinatenabbildungen iiblich.

(2.14) Satz (Definition der Zylinder- und Kugelkoordinaten)

Sei I ein halboffenes Intervall der Lange 2.

(i) Die Abbildung p,; : Ry xRXxR — R3, (r, ¢, h) — (r cos(y), r sin(p), h) ist stetig, und die

Einschrankung p,y |y, auf M; = R* x I x IR ist eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.
(i) Die Abbildung py,4 : R; X R x R — R? gegeben durch

(r,9,¢9) — (rsin(®)cos(y), rsin(F)sin(¢), r cos(}))

ist ebenfalls stetig, und die Einschrankung py,ly, auf N; = R*x]0, [ xI ist eine stetige

Bijektion auf ihre Bildmenge.

Die Abbildung p,y; wird Zylinderkoordinaten-Abbildung, die Abbildung py,, Kugelkoordi-
naten-Abbildung genannt.



Betrachtet man fiir ein festes r € R* die Sphére vom Radius r als Globus, dann lisst sich der Winkel ¢, der auch
Azimutwinkel genannt wird, als Ldngengrad interpretieren, sofern er im Bereich [—, 1] gewé&hlt wird. Es enspricht
dann ¢ = 0 = 0° dem Meridian, wahrend der 180-te Grad ,,westlicher Lange“ (¢ = —) mit dem 180-ten Grad ,,6stli-
cher Lange“ (¢ = m) in der Ndhe der Datumsgrenze zusammenfillt. Fiir den sog. Polarwinkel ¢ kann entsprechend
T+ %ﬂ? als ,,Breitengrad“ angesehen werden, sofern ¥ im Intervall [—7, 0] und ¥ + %n somit im Intervall [—%7‘[, %n]
liegt. Flir ¢ =0 & ¢+ %71: = %7‘[ = 90° ,,nordlicher Breite“ erhilt man wegen sin(0) = 0 und cos(0) = 1 den Nordpol
(0,0,r), firdt=—m v+ %71 = —%ﬂ? = —90°, also 90° ,siidlicher Breite“ wegen sin(—m) = 0 und cos(—n) = —1
den Siidpol (0,0,—r) der Erdkugel. Der Wert 4 = —%n ST+ %TE = 0 entspricht natiirlich dem Aquator.

Beweis von Satz|(2.14)k

Der Beweis der Stetigkeit kann genau wie in Satz|(2.13)|gefiihrt werden. Wir konnen uns also ganz auf den Nachweis

der Injektivitat konzentrieren.

zu (i) Seien (r,¢,h),(r’,¢’,h") in R* x I x R mit p,,(r, ¢, h) = p,u(r’, ¢’,h’) vorgegeben. Dann gilt r cos(¢p) = x =
r'cos(¢’), rsin(¢) = y = r’sin(¢’) und h = h’. Aus den ersten beiden Gleichungen folgt p (7, ¢) = Py (7', ¢’) mit
der Polarkoordinaten-Abbildung. Weil die Einschrinkung dieser Abbildung auf R* x I nach Satz injektiv ist,
folgt (r, ) = (v, ¢’). Insgesamt ist damit (r, ¢, h) = (r’, ¢’,h’) nachgewiesen.

zu (ii) Seien (1,9, @), (', %, ¢") € R*x]0, n[xI mit py,e(r, D, ) = (x,y,2) = Pyug(r’, ¥, ¢’) vorgegeben. Dann gilt

x = rsin(®) cos(¢) = r'sin(9) cos(p’) , y =rsin(®)sin(e) = r’sin(9")sin(¢")

und 2z =rcos(¥) = r’ cos(?).
Zunichst erhalten wir die Gleichung r = r’, weil
x2+y*+22 = rZsin(®)?(cos(p)? +sin(@)?) + ricos(9)? = r?sin(9)*-1+r?cos(9)? = r?

gilt und man durch eine ebensolche Rechnung auch x2 + y2 + 22 = (r')? erhilt. Mit Hilfe der Gleichung fiir die
z-Koordinate folgt cos() = cos(). Weil die Kosinusfunktion auf dem Intervall ]0, [ streng monoton fallend, also
insbesondere injektiv ist, folgt ¢ = 9’. Weil die Sinusfunktion auf dem Intervall ]0, 7[ nicht Null wird, diirfen wir die
Gleichung fiir die x-Koordinate durch r sin(#) = r’sin(¢') dividieren und erhalten cos(¢) = cos(¢’). Die Gleichung
fiir die y-Koordinate liefert ebenso sin(y) = sin(¢’). Somit gilt ¢ () = ¢ ('), wobei ¢ die Abbildung aus Satz
bezeichnet. Weil ¢|; laut diesem Satz injektiv ist, erhalten wir ¢ = ¢’. Insgesamt ist damit (1,9, ¢) = (', ¥, ¢’)

nachgewiesen.



Im letzten Teil dieses Kapitels untersuchen wir die Stetigkeit von linearen Abbildungen.

(2.15) Satz Eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen normierten R-Vektorrdumen ist

genau dann stetig, wenn eine Konstante y € R* mit ||¢(v)|| < yl|v|| fiir alle v € V existiert.

Beweis: ,=“ Auf Grund der Stetigkeit von ¢ im Punkt 0, und auf Grund des &-6-Kriteriums gibt es fiir ¢ = 1 ein
5 € R mit ||v|]| <6 =|l¢(W)|| <1fiirallev € V. Seinun y = 257! und v € V mit v # 0, vorgegeben. Dann ist
/ 1

v/ = v ein Vektor mit V| = %5 < &. Es folgt ||¢p(v")]| < 1, und wegen v = y||v||v’ und der Linearitit von ¢

erhalten wir die Ungleichung [|¢ (M)l = l¢ (rIIVIVIIl = vIIVIllg Il < ylIvIl.

~=“ Seiy € R* eine Konstante wie angegeben und a € V beliebig. Fiir alle v € V mit dann

o) —¢@Il < lle(v—a)l < 7yllv—all.

Ist nun (vV), oy eine Folge mit lim, v(¥ = a, dann gilt lim,, |[v"” —a|| = 0. Aus den Ungleichungen
0 < lp(v') = p(a)|| < yllv™ —a|| fiir n € N folgt lim,, ||¢ (v') — ¢ (a)|| = 0 und somit lim, ¢ (v?) = ¢ (a). O

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jede lineare Abbildung stetig ist.

(2.16) Proposition Sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen auf dem Intervall [0, 1],
ausgestattet mit der Supremumsnorm ||f ||, = sup{ |f (x)| | x € [0,1]}. Dann ist die Ableitungs-
abbildung ¢, : V = V, f — f’ unstetig.

Beweis: Angenommen, es ist Y € R* eine Konstante mit der Eigenschaft ||¢;(f)|leo < 71lIf |loo fiir alle f € V. Dann
betrachten wir die Folge (f,)en gegeben durch f,(x) = x" fiir alle n € IN. Der betragsmal3ig grofSte Funktionswert,
der von f, im Intervall [0, 1] angenommen wird, ist |f,,(1)| = 1, also gilt ||f,||cc = 1 fiir alle n € IN. Die Bilder der
Folgenglieder sind gegeben durch ¢, (f,) = f/ mit f/(x) = nx"". Es gilt |¢1(f)llco = [If/llco = If/(1)] = n fiir alle
n € IN. Setzen wir nun die Funktionen f, in die Abschitzung von oben ein, dann erhalten wir ||¢;(f;,)lloo < 7llfnllco>
also n < y fiir alle n € IN. Dies aber widerspricht der Unbeschranktheit der Menge IN der natiirlichen Zahlen. Also

existiert keine Konstante y mit der angegebenen Eigenschaft. m|

Seien V, W zwei normierte IR-Vektorrdume. Dann bezeichnen wir mit £ (V, W) den Untervektorraum vom R-Vektor-

raum Homg (V, W) bestehend aus den stetigen linearen Abbildungen V — W.

(2.17) Satz Fiir jedes ¢ € £ (V, W) existiert das Supremum

el = sup{lleMIllveV, vl <1}

Durch die Zuordnung Z(V,W) — R, ¢ — ||¢|| ist auf dem R-Vektorraum £ (V, W) eine Norm

definiert, die sogenannte Operatornorm.



Beweis: Das Supremum existiert, weil die angegebene Menge nichtleer und auf Grund des vorherigen Satzes nach

oben beschrénkt ist. Fiir die Nullabbildung gilt offenbar |0y, || = 0. Sei umgekehrt ¢ € £(V, W) mit ||¢|| = 0. Fiir
jeden Vektor 0, # v € V gilt dann

v

eIl = IvIl||¢| 7

vl

und somit ¢ (v) = 0, d.h. ¢ ist die Nullabbildung. Die Gleichung ||A¢ || = |A|||¢ || fiir alle A € R und ¢ € L(V,W) ist

offensichtlich, denn der Ubergang von ¢ zu A¢ bewirkt, dass die Zahlen in der Menge {||l¢(V)|||veV | |v|| < 1}

< Ivll-0 =0

mit dem Wert |A| multipliziert werden. Seien nun ¢,y € £(V, W) vorgegeben und v € V mit ||v|| < 1. Dann gilt

oM +yMIl < lleMI+1PMIT < gl +11pll

also ||¢ + || < ||¢ |l + ||y ]| nach Definition der Operatornorm. |
Aus der Definition der Operatornorm folgt unmittelbar ||¢(v)|| < ||¢]|||v]| fiir alle ¢ € L(V,W)und v € V.

(2.18) Proposition Seien V =R", W = R™ jeweils mit der Supremums-Norm ||+ ||, ausgestat-

tet und A € 4, r €ine Matrix. Dann ist die Operatornorm von ¢, : V. — W, v — Av gegeben

durch
lpall = max{Zmiﬂ

=1

1§i§m} (2.19)

Man bezeichnet diese Norm auch als Zeilensummennorm.

Beweis: Wir zeigen, dass der Wert ||¢,(v)|| fiir alle v € V mit ||v||o, < 1 durch die Zahl v, auf der rechten Seite
von (2.19) beschrankt ist, und dass es Vektoren v € V mit ||v||o, = 1 gibt, fiir die ||¢p(v)|leo = 74 erfiillt ist. Beide

Aussagen zusammen beweisen die Gleichung |||l = 7.

Sei also v € V mit ||v||, < 1 vorgegeben. Dann sind die Komponenten von w = ¢,(v) durch w; = Z;lzl a;;v; gegeben

n n
< Dlaglvl = Dllayl
j=1 j=1

also insbesondere durch das Maximum dieser Zahlen abgeschitzt werden. Andererseits wird das Maximum auch

und koénnen durch
n

E aijVj

j=1

durch Vektoren v € V mit ||v||o, = 1 angenommen: Ist i, der Index der Zeile mit der maximalen Betragssumme, also

n n
max{Zlaijl 15i£m} = Z|aioj| s
j=1

j=1
# 0 und v; = 1 sonst, fiir 1 < j < n. Die Gleichung
j

i,j falls a; ;

[[v|loo = 1 ist dann offensichtlich, denn die Eintrage des Vektors sind alle gleich 1 oder —1. In der Summe 23;1 a

dann definieren wir v = (v4, ..., ,,) durch v; = |a; ;|/a

ioj Vi

sind alle Summanden nicht-negativ, und es gilt 23;1 a;;v; = Z;}:l la; ;1 = llpall. O

(2.20) Folgerung Jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen in einen normier-
ten IR-Vektorraum beliebiger Dimension ist stetig. Jeder Isomorphismus zwischen R-Vektorrdum-

en derselben endlichen Dimension ist ein Homéomorphismus.



Beweis: Sei V endlich-dimensional, W beliebig und (v, ...,v,) eine Basis von V. Da sich an der Stetigkeit einer

Abbildung bei Ubergang zu einer dquivalenten Norm nichts #ndert, kénnen wir annehmen, dass die Norm auf V

durch
Z )Li Vi
i=1

gegeben ist. Sei nun v € V beliebig, v = Z?:l A;v;. Setzen wir v = max{||¢ (v))|l, ..., |¢ (v, )|}, dann gilt

= max{|A],...,|A,[}

n n
eI = > 4| < DAl < nrlwvll.
i=1 i=1
Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der ersten. m|

Das folgende Resultat werden wir benétigen, um spéater die Stetigkeit von Ableitungsfunktionen zu untersuchen.
Denn wie wir im Kapitel iiber totale Differenzierbarkeit sehen werden, nimmt die (totale) Ableitung der Funktion im
Mehrdimensionalen ihre Werte nicht in R, sondern in einem Vektorraum an, der seinerseits aus linearen Abbildungen
besteht.

(2.21) Satz SeiX ein metrischer Raum, und seien V, W zwei endlich-dimensionale, normierte
RR-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : X — £(V,W) ist genau dann stetig, wenn die Zuordnung
P, : X = W, x — ¢(x)(v) fiir jeden Vektor v € V stetig ist.

Beweis: ,=“ Seix € X und (x(),. eine Folge in X mit lim, x™ = x. Fiir jeden Vektor v € V ist lim,, ¢ (x™)(v) =
©(x)(v) nachzuweisen. Fiir v = 0 ist dies offensichtlich, weil dann ¢(x)(v) = 0, und @(x™)(v) = 0y, fiir alle
n € N erfiillt ist. Also kénnen wir von nun an v # 0, voraussetzen. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ finden wir fiir

jedes e ein N € IN mit || (x™) — p(x)|| < &/||v|| fiir alle n > N. Nach Definition der Operatornorm folgt daraus
€
oG =M = IeG™) =DM < lleCe) =@l < =lvl = &

fiir alle n > N. Also ist die Gleichung lim,, ¢ (x™)(v) = ¢ (x)(v) erfiillt.

,2<=* Sei B =(vy,...,v4) eine Basis von V. Der Raum £ (V, W) ist endlich-dimensional, deshalb sind je zwei Normen
darauf dquivalent. Wir konnen also die Norm auf V und damit auch die Operatornorm auf £ (V, W) abédndern, ohne
dass sich dadurch an der Stetigkeit von ¢ etwas dndert. Deshalb kénnen wir davon ausgehen, dass die Norm auf V

durch
d

Zkivi

i=1

= max{|A,],..., 144}

definiert ist. Sei nun x € X und (x™), v eine Folge in X mit lim, x = x. Zu zeigen ist, dass die Folge 1), = ¢(x™)
beziiglich der Operatornorm gegen das Element ¢ = ¢(x) € £(V,W) konvergiert. Weil nach Voraussetzung die
Zuordnungen x — @(x)(v;) fir 1 < i < d stetig sind, existiert fiir jedes ¢ € R* ein N € IN mit der Eigenschaft, dass
I, (v;) =y ()l < 5 fiirallen > N und 1 < i < d erfiillt ist.



Sei nun v € V beliebig vorgegeben, v = Zle A;v;. Dann gilt

d d d
a =9Il < DAl =l < DAz < DIvliz = el
i=1 i=1 i=1

Insbesondere gilt ||(v, —)(v)|| < ¢ fiir alle v € V mit ||v|| < 1 und alle n > N. Nach Definition der Operatornorm
gilt also ||y, — || < ¢ fiirallen > N. O



§ 3. Topologische Rdume

Inhaltsiibersicht

Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raums (X, dy) wird offen genannt, wenn um jeden Punkt von U ein (eventu-
ell sehr kleiner) e-Ball gelegt werden kann, der immer noch vollstandig vollstidndig in U liegt. Komplemente offener
Teilmengen werden als abgeschlossen bezeichnet. Die offenen Teilmengen eines metrischen Raums bilden ein Men-
gensystem, das bestimmten Gesetzméfligkeiten unterliegt. Dies fithrt uns zum Begriff des topologischen Raums, einer
Verallgemeinerung der metrischen Radume.

Die Konvergenz von Folgen und die Stetigkeit von Abbildungen lassen sich im allgemeinen Kontext topologischer
Réume formulieren, und zumindest in metrischen Rdumen l&sst sich die Abgeschlossenheit einer Teilmenge anhand ei-
nes Folgenkriteriums {iberpriifen. Im Allgemeinen ist es moglich, dass eine Folge in einem topologischen Raum mehrere
Grenzwerte besitzt; in den hausdorffschen topologischen Raumen ist der Grenzwert allerdings (im Falle der Existenz)
weiterhin eindeutig.

Jeder Teilmenge A eines topologischen Rings lisst sich eine offene Menge A° und eine abgeschlossene Menge A mit
A° C A C A zuordnen, genannt das Innere und der Abschluss von A. Die Menge A = A\ A° wird der Rand von A
genannt. Der Menge A kann selbst auf natiirliche Weise die Struktur eines topologischen Raums gegeben werden; man
bezeichnet diese als induzierte Topologie.

Wichtige Begriffe und Sctze

e (hausdorffscher) topologischer Raum

e offene und abgeschlossene Teilmengen in metrischen und topologischen Rdumen

e Umgebung eines Punktes

e Konvergenz von Folgen in topologischen Raiumen

e  Stetigkeit einer Abbildung zwischen topologischen Rdumen

e Inneres A° und Abschluss A einer Teilmenge A eines topologischen Raums, Rand von A

e induzierte Topologie auf einer Teilmenge eines topologischen Raums

(3.1) Definition Sei (X,d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge U C X wird offen genannt, wenn fiir jedes x € U ein ¢ € R* existiert, so
dass B,(x) C U gilt.

(ii) Man bezeichnet eine Teilmenge A C X als abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A

von A in X offen ist.



Wir betrachten eine Reihe von Beispielen. Dabei legen wir auf der Menge R stets die Standardmetrik d; gegeben

durch d;(x, y) = |x — y| zu Grunde.

@

(ii)

(dii)

(@iv)

W)

Offene Intervalle der Form Ja, b[ mit —oo < a < b < +00 sind offene Teilmengen im metrischen Raums
(R, d;). Sei namlich x € ]a, b[ und ¢ € R* so gewéhlt, dass im Fall a € R die Ungleichung ¢ < x—a und im Fall
b € R auch die Ungleichung ¢ < b — x erfiillt ist. Wir tiberpriifen, dass B.(x) C ]a, b[ gilt. Sei dazu y € B,(x)
vorgegeben; dann gilt |y —x| < ¢, alsox—e <y <x+e. IstaeR,danngilty >x—e>x—(x—a)=a.
Ist b€ R, dann gilt y < x + & < x + (b—x) = b. Insgesamt ist damit y € Ja, b[ nachgewiesen. (Man beachte,
dass im Fall a = —oo keine untere und im Fall b = + 00 keine obere Abschétzung fiir y nachgewiesen werden

muss.)

Abgeschlossene Intervalle der Form [a, b] mit —o0 < a < b < +00 sind abgeschlossene Teilmengen in (R, d, ).
Dazu miissen wir zeigen, dass U =X \ [a, b] in (R, d;) offen ist. Sei x € U vorgegeben; wir {iberpriifen, dass
ein ¢ € R* mit B,(x) C U existiert. Wegen x € U gilt x < a oder x > b. Ist x < a, dann setzen wir ¢ = a—x. Es
gilt dann B, (x) € U. Ist ndmlich y € B,(x), dann gilt |y —x| < € und insbesondere y < x+¢ = x+(a—x) =a.
Es folgt ¥ ¢ [a, b], also y € U. Betrachten wir nun den Fall x > b. Dann ist B,(x) C U fiir ¢ = x — b erfiillt.
Denn ist y € B.(x), dann folgt aus |y — x| < ¢ insbesondere y > x —¢ =x —(x—b) =D, also y ¢ [a, b] und
damit y € U.

Halboffene Intervalle der Form [a, b[ mit —o0 < a < b < + 00 sind weder offen noch abgeschlossen in (R, d; ).
Wire die Menge offen, dann miisste es ein ¢ € R mit B,(a) C [a, b[ geben. Ist aber y ein beliebiger Punkt in
la —¢,a[, ist dieser wegen |y —a| < € zwar in B,(a) enthalten, wegen y < a aber nicht in [a, b[. Nehmen wir
nun an, die Menge wére abgeschlossen in (R, d;). Dann wire V = R\ [a, b[ in (R, d;) offen. Insbesondere
gibe es dann wegen b € V ein ¢ € R mit B,(b) C V. Ist aber y € R mit max{a, b—¢} < y < b, dann gilt zwar
y € B,(b), aber wegen y € [a, b[ andererseits y ¢ V. Ebenso ist jedes halboffene Intervall der Form Ja, b] mit

—00 < a < b < +00 weder offen noch abgeschlossen.

Sei (X,d) ein metrischer Raum, x € X und r € R*. Dann ist der offene Ball B,(x) eine offene und der
abgeschlossene Ball B, (x) eine abgeschlossenen Teilmenge in (X, d). Zum Nachweis der Offenheit von B, (x)
sei y € B.(x) und ¢ = r —d(x,y). Wegen d(x,y) < r ist € eine positive Zahl. Es gilt dann B,(y) € B,.(x).
Denn fiir jedes z € B,(y) gilt d(y,2) < ¢ und damit d(x,2) < d(x,y)+d(y,2) < d(x,y)+r—d(x,y)=r,

also z € B,(x).

Um zu zeigen, dass B, (x) abgeschlossen ist, miissen wir zeigen, dass es sich bei U = X \ B, (x) um eine offene
Teilmenge in (X, d) handelt. Ist y € U vorgegeben, dann gilt d(x, y) > r, und somit ist e = d(x,y)—r € R*.
Wir zeigen, dass B,(y) C U gilt. Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist, und somit ein Punkt z € B,(y)
mit z ¢ U existiert. Dann folgt z € B,(x). Es gilt dann sowohl d(y,z) < ¢ als auch d(x,z) < r. Es folgt
dann d(x,y) < d(x,2)+d(z,y) =d(x,2)+d(y,z) <r+e=r+(d(x,y)—r) =d(x,y). Der Widerspruch
d(x,y) < d(x,y) zeigt, dass B,(y) € U gelten muss.

Ist 65 die diskrete Metrik auf einer Menge X, dann ist jede Teilmenge U C X offen in (X, ). Denn fiir jedes
x € X ist der offene Ball B;(x) = {x} in U enthalten.



(3.2) Proposition Sei (V, || -]|) ein normierter R-Vektorraum und || - ||’ eine zu || - || &quivalente
Norm. Eine Teilmenge U C V ist genau dann offen beziiglich der Norm || - ||, wenn sie beziiglich

der Norm || - ||’ offen ist.

Beweis: Sei U eine beziiglich || - || offene Menge und x € U. Weil U offen ist, gibt es ein ¢ € R* mit B,(x) C U. Auf

Grund der Aquivalenz der Normen gibt es eine Konstante y € R™ mit ||v|| < y||v||’ fiir alle v € V. Bezeichnen wir nun

mit B’ = B/_, (x) den offenen Ball um x vom Radius y !¢ beziiglich || - ||’. Es gilt nun B’ C B,(x) C U, denn fiir jedes
Y€

y €B’ gilt ||y —x||’ <y e, damit ||y — x|| < ylly — x|/ < yy ‘e = £ und somit y € B,(x). O

Betrachtet man einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum V, ohne dass auf V explizit eine bestimmte Metrik an-
gegeben wurde, dann ist mit der Offenheit einer Teilmenge U C V immer die Offenheit beziiglich der von einer
beliebigen Norm induzierten Metrik gemeint. Weil nach Satz alle Normen auf V &quivalent sind, spielt die
Wahl der Norm wegen Proposition [(3.2)] in diesem Fall keine Rolle.

Sei X eine Menge und ‘B(X) seine Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen von X. Im weitere Verlauf werden
wir des Ofteren mit Familien von Teilmengen arbeiten. Ein Familie von Teilmengen der Menge X iiber einer Index-

menge I ist einfach eine Abbildung ¢ : I — RB(X). Jedem Element aus [ wird also eine Teilmenge von X zugeordnet.

In der Regel verwendet man an Stelle der Abbildungs- die Indexschreibweise, wobei dann (X;);¢; fiir die Abbildung
I = B(X), i — X; steht. Beispiele fiir Familien von Teilmengen der Menge X = R sind ( ]n,n + 1[),c oder ({a,a +
%})aGZ' Elemente der zweiten Familie sind zum Beispiel {0, %} oder {—2, —%}. Ein Element der ersten Familie ist das

offene Intervall 7, 8[.

(3.3) Definition Sei X eine Menge und & C J3(X). Man bezeichnet & als Topologie auf X,

wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Esgit@eJ undX € 7.
(i) FuaralleU,veZ gitUNVeT.

(iii) Ist (U;);; eine Familie von Teilmengen von X, wobei U; € 7 fiir jedes i € I gilt, dann ist

auch die Vereinigung | J.; U; ein Element von 7.

i€l

Ein Paar (X, ) bestehend aus einer Menge X und einer Topologie J auf X bezeichnet man als
topologischen Raum. Die Elemente von J werden auch als offene Teilmengen des topologi-

schen Raums bezeichnet.

(3.4) Satz Sei (X, d) ein metrischer Raum und & die Menge der in (X, d) offenen Teilmengen.

Dann ist 7 eine Topologie auf X.



Beweis: Wir {iberpriifen, dass das Mengensystem & die Bedingungen (i), (ii) und (iii) in der Definition einer Topo-

logie auf X erfiillt.

zu (i) Die Menge Y = & ist offen, da in diesem Fall kein Punkt x € Y existiert, fiir den die Existenz eines ¢ € R* mit
B,.(x) € Y gefordert wird. Die Menge X ist offen, weil in diesem Fall fiir jedes x € X und jedes ¢ € R* die Bedingung

B.(x) € X offensichtlich erfiillt ist; denn nach Definition ist B,(x) eine Teilmenge von X.

zu (ii) Seien U,V € J. Zu zeigen ist, dass UNV in 7 liegt, also offen im metrischen Raum (X, d) ist. Seix e UNV.
Weil U offen ist, gibt es ein ¢ € R™ mit B.(x) € U. Weil V offen ist, existiert ein n € R* mit B, (x) C V. Setzen wir
& =min(e, n), dann folgt B¢(x) € B,(x) € U und B¢(x) € B, (x) €V, insgesamt also B;(x) CUNV.

zu (iii) Sei (U;);¢; eine Familie von Mengen U; € &, also eine Familie von in (X, d) offenen Teilmengen. Zu zeigen
ist, dass U = ¢,
ist, existiert ein ¢ € R mit B,(x) € U;. Wegen U; C U folgt B,(x) C U. O

U; in (X, d) offen ist. Sei dazu x € U vorgegeben. Dann gibt es ein i € I mit x € U;. Weil U; offen

Eine Teilmenge A C X in einem topologischen Raum (X, 7)) wird abgeschlossen genannt, wenn die Menge X \ A offen
ist, also X \A € J gilt. Die Gleichungen @ = X \ X und X = X \ @ zeigen, dass @ und X nicht nur offene, sondern auch
abgeschlossene Teilmengen in jedem topologischen Raum sind. Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen A, B
ist abgeschlossen, denn es gilt X \ (AUB) = (X \A)N (X \ B), und der Durchschnitt der beiden offenen Mengen X \ 4,
X \ B ist offen. Der Durchschnitt (), A; einer Familie (A;);c; abgeschlossener Teilmengen A; C X ist abgeschlossen,
denn es gilt X \ (ﬂieIAi) = J;;(X \ A;), und die Vereinigung auf der rechten Seite der Gleichung ist offen.

Allerdings sind unendliche Vereinigungen abgeschlossener Teilmengen eines topologischen Raums im Allgemeinen
nicht abgeschlossen. Beispielsweise ist fiir jedes n € IN die Teilmenge [%, 1]in (R, d;) abgeschlossen, die Vereinigung
Une]N[%’ 1] = ]0,1] aber nicht. Ebenso sind unendliche Durchschnitte offener Teilmengen im Allgemeinen nicht
offen. Zum Beispiel ist ]—l l[ offen in (R, d,) fiir jedes n € IN, aber [, ] 1 l[ = {0} ist keine offene Teilmenge.

n’n n’n

(3.5) Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum und x € X. Eine Teilmenge U C X wird

Umgebung von x genannt, wenn eine offene Teilmenge V von X mit x € V und V C U existiert.

Ist die Topologie & auf X durch eine Metrik gegeben, so ist U € X genau dann eine Umgebung des Punktes x € X,
wenn ein ¢ € R* mit B,(x) C U existiert. Die Implikation ,<* ist unmittelbar klar, denn B,(x) ist eine offene
Teilmenge von X mit x € B,(x). Zum Nachweis der Richtung ,=* setzen wir voraus, dass V eine offene Teilmenge
von X mit x € V und V C U ist. Auf Grund der Offenheit von V existiert ein ¢ € R* mit B,(x) C V. Dann gilt

insbesondere B,(x) C U.

(3.6) Definition Ein topologischer Raum (X, ) wird hausdorffsch genannt, wenn fiir zwei
beliebige verschiedene Punkte x, y € X jeweils Umgebungen U von x und V von y mit UNV = &

existieren.



Ist der topologische Raum (X, Z) durch eine Metrik d definiert, dann ist er hausdorffsch. Seien némlich x und y
zwei verschiedene Punkte von X. Dann ist € = %d(x, y) € R*, und U = B,(x) und V = B,(y) sind Umgebungen
von x bzw. y mit U NV = @&. Wire ndmlich z € U NV, dann misste d(x,z) < ¢ und d(y,z) < ¢ gelten, und aus
der Dreiecksungleichung wiirde sich der Widerspruch d(x,y) < d(x,2z)+d(z,y) < € + &€ = 2¢ = d(x, y) ergeben.
Es gibt aber topologische Rdume, die nicht hausdorffsch sind, was zeigt, dass nicht jede Topologie durch eine Metrik

definiert ist.

(i) Auf jeder Menge X existiert die triviale Topologie (auch indiskrete Topologie, chaotische Topologie oder
Klumpentopologie genannt), gegeben durch 7 = {3, X}. Sobald X mindestens zwei verschiedene Punkte x, y
enthilt, ist (X, ) ein nicht-hausdorffscher topologischer Raum. Denn die einzige Umgebung von x ist die

Menge X, und dasselbe gilt fiir y. Aber der Durchschnitt X N X = X ist nicht die leere Menge.

(ii) Als weiteres konkretes Beispiel fiir einen nicht-hausdorffschen topologischen Raum betrachten wir (X,J)
gegeben durch X = [1,2]U[3,4] und 7 = {@,[1,2],[3,4],X}. Man kann leicht kontrollieren, dass durch
T tatsdchlich eine Topologie auf X definiert ist. Aber die Topologie ist nicht hausdorffsch. Denn die einzigen
Umgebungen der Punkte 1 und 2 sind [1,2] und X, und fiir alle U,V € {[1,2],X} ist der Durchschnitt U NV

jeweils nicht leer.

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffs lédsst sich die Konvergenz von Folgen definieren.

(3.7) Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum, a € X und (x), .y eine Folge in X. Wir
sagen, die Folge (x™), . konvergiert gegen den Punkt a und bezeichnen a als Grenzwert der
Folge, wenn fiir jede Umgebung U von x in (X, 7) ein N € IN existiert, so dass x(™ € U fiir alle

n > N erfillt ist.

Ist a der einzige Grenzwert von (x™), ., dann verwendet man auch in diesem Kontext die Notation lim, x™ = a.
Allerdings kann es in einem topologischen Raum (X, &) vorkommen, dass eine Folge mehrere Grenzwerte besitzt. Als
Beispiel betrachten wir die konstante Folge gegeben durch x(™ = 1 im topologischen Raum (X, Z) aus Beispiel (ii)
von oben. Jeder Punkt a € [1,2] ist ein Grenzwert dieser Folge. Denn jede Umgebung U von a enthélt das Intervall

[1,2], und folglich gilt x™ € U fiir alle n € IN. Es gilt aber

(3.8) Proposition Ist (X, 7) ein hausdorffscher topologischer Raum, dann besitzt jede Folge

in X hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Nehmen wir an, dass (x("))nelN eine Folge in X mit zwei verschiedenen Grenzwerten a, b € X ist. Da (X, 7)
hausdorffsch ist, gibt es Umgebungen U von a und V von b mit UNV = @&. Da a ein Grenzwert der Folge ist, existiert
ein N; € IN mit x( € U fiir alle n > N;. Ebenso existiert ein N, € IN mit x(™ € V fiir alle n > N,. Fiir n = max{N;,N,}

muss dann x™ € U NV gelten. Aber das ist wegen U NV = @& unmaglich. |



Mit Hilfe von Folgengrenzwerten l&sst sich ein notwendiges Kriterium fiir die Abgeschlossenheit einer Teilmenge

formulieren.

(3.9) Satz Sei (X,7) ein topologischer Raum und A C X.

(i) Ist A abgeschlossen und (x™), .y eine Folge in A, die in X einen Grenzwert x besitzt,

dann gilt x € A.

(i) Ist die Topologie & durch eine Metrik d definiert, dann gilt auch die Umkehrung: Liegt
der Grenzwert jeder in A liegenden, in X konvergenten Folge in A, dann ist A eine abge-

schlossene Teilmenge von X.

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass der Grenzwert x der Folge (x™), . nicht in A liegt. Wegen der Abgeschlos-
senheit von A ist die Teilmenge U = X \ A offen und wegen x € U eine Umgebung von x. Auf Grund der Konvergenz
existiert ein N € IN mit x( € U fiir alle n > N. Aber dies widerspricht unserer Voraussetzung, dass x™ € A fiir alle
ne N gilt.

»<="“ Nehmen wir an, dass fiir jede in A liegende auch der Grenzwert in A liegt, dass aber A nicht abgeschlossen
ist. Dann ist die Menge U = X \ A nicht offen; existiert also ein Punkt x € U mit der Eigenschaft, dass B,(x) € U
fir kein ¢ € R* erfiillt ist. Dies wiederum bedeutet, dass fiir jedes ¢ € R* der Durchschnitt B,(x) N A nicht leer ist.
Insbesondere finden wir fiir jedes n € IN ein x™ € An B%(a). Wir erhalten so eine Folge (x(™),cy mit limx™ = a,

deren Folgenglieder alle in A liegen, mit einem Grenzwert x ¢ A. Dies widerspricht unserer Annahme. |

Beispielsweise ist das Intervall I = [0, 1[ nicht abgeschlossen in R. Die Zahlen x(™ = 1—% bilden eine Folge (x™),cn

in I, aber deren Grenzwert lim x =1 ist nicht in I enthalten.
n—oo

(3.10) Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Man nennt x einen inneren Punktvon A, wenn x eine Umgebung U mit U C A besitzt. Die

Menge der inneren Punkte von A wird mit A° bezeichnet und das Innere von A genannt.

(i) Ein Punkt x € X liegt im Abschluss A von A, wenn fiir jede Umgebung U von x der
Durchschnitt AN U nicht leer ist.

(iii) Die Menge A = A\ A° wird der Rand von A genannt.

Man beachte, dass A° leer sein kann; dies gilt zum Beispiel fiir jede einelementige Teilmenge von R, oder fiir jede
Teilmenge von R3, die in einer Ebene enthalten ist. Ebenso ist A= X médglich. Wenn das der Fall ist, bezeichnet man

A als dichte Teilmenge von R. Beispielsweise ist Q) eine dichte Teilmenge von R beziiglich der Standard-Metrik d;.



(3.11) Proposition Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A € X eine Teilmenge.

(i) Die Menge A° ist die grofste offene Teilmenge von X, die in A enthalten ist. Ist also U C A
offen in X, dann gilt U C A°.

(ii) Die Menge A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A enthilt. Ist also Z € X

eine beliebige abgeschlossene Teilmenge mit Z C A, dann folgt AC Z.

(iii) Ein Punkt x € X gehort genau dann zum Rand JA, wenn jede Umgebung U von x jeweils

mindestens einen Punkt von A und einen Punkt des Komplements X \ A enthilt.

Beweis: zu (i) Zunichst einmal gilt A° C A. Ist ndmlich x € A° und U eine Umgebung von x mit U C A, dann gilt
x € U und somit x € A. Die Menge A° ist auch offen. Fiir jeden Punkt x € A° gibt es ndmlich eine Umgebung U, von
x mit U, € A und (nach Definition des Umgebungsbegriffs) eine offene Menge V, mit x € V, und V,, C U, C A. Die
Menge V, ist nicht nur Umgebung von x, sondern auch Umgebung jedes ihrer Punkte. Es gilt also V,, € A° und somit
auch | J, e Ve SA°. Aus x € V, fiir alle x € A° folgt andererseits A° C | J, . V. Die Gleichung A° = | ... V, zeigt,

dass A° (als Vereinigung offener Teilmengen) selbst offen ist.

Sei nun U eine beliebige offene Teilmenge von X mit U € A, und sei x € U. Weil U eine Umgebung von x fiir
jedes x € U ist, besteht U vollstdndig aus inneren Punkten, es gilt also U € A°. Dies zeigt, dass A° die grof3te offene

Teilmenge von X ist, die in A enthalten ist.

zu (ii) Ist x €A, dann gilt x € U NA fiir jede Umgebung U von x und somit U NA # &. Dies zeigt, dass x in A liegt.
Damit ist A C A nachgewiesen. Nun zeigen wir, dass A abgeschlossen ist, indem wir nachweisen, dass U = X \ A eine
offene Teilmenge ist. Ist x € U vorgegeben, dann existiert (wegen x ¢ A) eine Umgebung V, von x mit V,NA = @&, und
somit auch eine offene Menge W, mit x € W, und W, NA= @, also W, C U. Es gilt also | J,., W, € U, andererseits
aber auch U C | J, ., W, wegen x € W, fiir alle x € U. Die Gleichung U =  J,,, W, zeigt, dass U tatsichlich offen

ist.

Nun zeigen wir noch, dass A die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X ist, die A enthélt. Sei Z C X abgeschlossen
mit Z 2 A, und nehmen wir an, dass A keine Teilmenge von Z ist. Dann gibt es einen Punkt x € A\ Z. Setzen wir
U =X\ Z, dann ist U offen, und es gilt x € U. Auferdem folgt aus A € Z, dass U NA = @ gilt. Somit ist U eine

Umgebung von x, die mit A leeren Durchschnitt besitzt; aber dies steht zur Annahme x € A im Widerspruch.

zu (iii) ,=“ Sei x € JA. Dann gilt insbesondere x € A, somit enthilt jede Umgebung U von x einen Punkt aus A.
Nehmen wir nun an, es gibt eine Umgebung U, die keinen Punkt des Komplements X \ A enthélt. Dann folgt daraus

U C A. Aber dies wiirde bedeuten, dass x ein innerer Punkt von A ist, was der Annahme x € JA widerspricht.

»<“  Weil nach Voraussetzung jede Umgebung U von x einen Punkt aus A enthilt, gilt x € A. Nehmen wir nun
x € A°. Dann gibt es eine Umgebung U von x mit U C A. Aber dies bedeutet, dass U mit X \ A leeren Durchschnitt

hat, im Widerspruch zur Voraussetzung. Insgesamt ist x also in A = A\ A° enthalten. |



Kommen wir nun zum Stetigkeitsbegriff im Zusammenhang mit topologischen Raumen.

(3.12) Definition Seien (X,Z) und (Y, %) topologische Raume, f : X — Y eine Abbildung,
und sei a € X. Wir bezeichnen f als stetig im Punkt a, wenn fiir jede Umgebung V von f (a) in
(Y, %) eine Umgebung U von a in (X, J) mit f(U) C V existiert. Die Funktion f wird ingesamt

als stetig bezeichnet, wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Diese Definition ist das natiirliche Analogon zum &-6-Kriterium in R oder (allgemeiner) in metrischen Rdumen. Es sei
daran erinnert, dass die intuitive und ungenauer Formulierung dieses Kriteriums lautet: ,Wenn ein Punkt x nahe bei
a liegt, dann liegt f (x) nahe bei f (a).“ Die ,,N&dhe“ kommt bei der neuen Formulierung durch den Umgebungsbegriff
zum Ausdruck: Dass x nahe bei a liegen soll, wird durch die Forderung x € U konkretisiert, und dass sich f (x) nahe
bei f (a) befindet, wird durch f (x) € V ausgedriickt. Die Giiltigkeit der Implikation x € U = f(x) € V wiederum ist
dquivalent zu f(U) C V.

Sind die Topologien & auf X und % auf Y durch Metriken dy und dy gegeben, dann ist die neue Formulierung
tatsdchlich auch dquivalent zum Stetigkeitsbegriff aus § 9: Setzen wir zunéchst voraus, dass f : X — Y stetig im
Punkt a als Abbildung zwischen den metrischen Rdumen (X,dy) und (Y, dy) ist. Dies ist gleichbedeutend mit der
Giiltigkeit des &-6-Kriteriums an der Stelle a. Sei nun V eine Umgebung von f (a) in (Y, ). Dann existiert eine offene
Teilmenge V’ von Y mit f (a) € V' und V' C V. Weil die Topologie % durch die Metrik d, definiert ist, bedeutet dies
wiederum, dass ein € € R™ existiert, so dass der offene Ball By .(f (a)) von Radius ¢ um f (a) beziiglich dy in V’,
und somit auch in V, enthalten ist. Durch Anwendung des e-6-Kriteriums erhalten wir nun ein § € R* mit der
Eigenschaft, dass fiir alle x € X die Implikation dy(a,x) < 6 = dy(f(a), f (x)) erfiillt ist. Setzen wir U = By 5(a),
dann ist U eine Umgebung von a in (X,Z), denn nach Definition der Topologie & ist U eine offene Teilmenge
von X, die a enthélt. Die Implikation ist gleichbedeutend mit f (By s(a)) € By (f(a)), und wir erhalten insgesamt
f(U) S By (f(a)) SV’ CV.Dies zeigt, dass f stetig als Abbildung zwischen den topologischen Raumen (X, Z) und
(Y, %) im Sinne von Definition [(3.12)|ist.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass f in diesem Sinne stetig im Punkt a ist. Wir zeigen, dass f als Abbildung
zwischen den metrischen Rdumen (X, dy) und (Y, dy) beziiglich a das e-§-Kriterium erfiillt und somit als Abbildung
zwischen den metrischen Rdumen stetig ist. Sei dazu ¢ € R* vorgegeben. Dann ist V = By (f (a)) eine (offene)
Umgebung des Punktes f(a) im topologischen Raum (Y, %). Auf Grund der Stetigkeit existiert eine Umgebung U
von a in (X, ) mit f(U) C V. Da es sich bei U um eine Umgebung handelt, existiert eine in (X, J) offene Teilmenge
U’ mita € U und U’ C U. Dies wiederum bedeutet nach Definition der Topologie 7, dass ein § € R* mit By 5(a) € U’
existiert. Es gilt dann f(By 5(a)) € f(U’) C f(U) €V = By (f (a)). Fiir alle x € X gilt also die Implikationskette

da,x)<6 = x€Bys(a) = f(x)€By.(f(a)) = d(f(a)f(x))<e ,

mit anderen Worten, das ¢-6-Kriterium ist erfiillt.



(3.13) Proposition Seien (X, ) und (Y, %) topologische Rdume. Fiir eine Abbildung f : X —

Y sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Abbildung f ist stetig.
(ii) Fiir jede offene Teilmenge V in (Y, %) ist f ~*(V') offen.

(iii) Fiir jede abgeschlossene Teilmenge A in (Y, %) ist f ~!(A) abgeschlossen.

Beweis: Die Aquivalenz ,,(ii) < (iii)“ folgt direkt aus der Tatsache, dass fiir jede Teilmenge B C Y jeweils f ~*(Y\B) =
X\ f7Y(B) gilt. Tatsichlich gilt fiir jedes x € X die Aquivalenz

xef7Y(Y\B) & f(x)€eY\B & f(x)¢B & x¢f'(B) & xeXx\fB).

Zum Beweis von ,,(ii) = (iii)“ setzen wir nun voraus, dass f (V) fiir jede offene Teilmenge von Y offen ist. Ist A
eine abgeschlossene Teilmenge von Y, dann ist Y \ A offen. Auf Grund der Voraussetzung ist dann auch f (Y \ A) =
X \ fY(A) offen, und dies wiederum ist gleichbedeutend mit der Abgeschlossenheit von f(A). Der Beweis der

Implikation ,,(iii) = (ii)“ lauft vollkommen analog.

Beweisen wir nun die Implikation ,,(i) = (ii)“. Auf Grund der Voraussetzung ist f : X — Y in jedem Punkt a € X
stetig. Sei nun V C Y eine offene Teilmenge; wir miissen zeigen, dass f (V) in (X, ) offen ist. Fiir jeden Punkt
a € f~}(V) ist V eine Umgebung von f(a). Es existiert deshalb eine Umgebung U, von a in (X, ) mit f(U,) C V.
Nach Definition des Umgebungsbegriffs wiederum gibt es eine offene Teilmenge U, mit U/ C U, und a € U,. Aus
fU) S f(U,) CV folgt U/ C f~'(V). Insgesamt erhalten wir damit Uaef*l(v) U/ € f71(V), und wegena € f1(U!)
fiir alle a € f~!(V) gilt andererseits auch f (V) S (J,ef-1v) Us- Die Gleichung f~'(V) = (J,cf1() U, zeigt, dass

F~Y(V) offen ist, als Vereinigung der offenen Teilmengen U/ mita € f “LWV).

Nun beweisen wir noch die Implikation ,,(ii) = (i)“. Unter Verwendung der Voraussetzung (ii) miissen wir zeigen,
dass f in jedem Punkt von X stetig ist. Sei also a € X vorgegeben, und sei V eine Umgebung von f(a) in (Y, %).
Dann gibt es eine offene Teilmenge V' von Y mit f(a) € V' und V’ C V. auf Grund unserer Voraussetzung ist f (V')
offen. Wegen f(a) € V’ gilt auRerdem a € f~1(V’), also ist U = f~(V’) eine Umgebung von a. Die Inklusion
f(U) C V' CV zeigt, dass f tatsdchlich in a stetig ist. m|

Ist (X, ) ein topologischer Raum, dann existiert auf natiirliche Weise eine Topologie auf jeder Teilmenge von X.

(3.14) Satz Sei (X, ) ein topologischer Raum und A € X eine Teilmenge. Es sei 7, die Menge
aller Teilmengen der Form UNA mit U € . Dann ist (4, 7,) ein topologischer Raum. Man nennt

I, die auf A induzierte Topologie.

Beweis: Wir iiberpriifen die einzelnen Punkte aus Definition |(3.3)l Wegen @NA =@ und X NA=Assind @ und A
in J, enthalten. Seien nun Uy, V, € J, vorgegeben. Dann gibt es U,V € J mit Uy = UNA und V, = V NA. Wegen
UnVy,=UnANVNA)=UNV)NAund UNV € 7 ist auch U, NV, in , enthalten.



Sei nun (Uy,;);; eine Familie in 7. Dann gibt es fiir jedes i € I ein U; € 7 mit Uy; = U; NA, und | J,, U; ist in 7
enthalten. Die Gleichung | J,; Us; = Ui, (U; NA) = (U;e; U;) NA zeigt nun, dass auch die Vereinigung | J,.; Uy in
7, enthalten ist. m|

Ist die Topologie auf X durch eine Metrik definiert, dann lasst sich die auf A € X induzierte Topologie ebenfalls durch

eine Metrik beschreiben.

(3.15) Satz Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Sei & die durch d definierte Topologie,
und sei 7, die auf A induzierte Topologie. Dann ist d, = d|,,, eine Metrik auf A, und J, ist genau

die durch d, definierte Topologie.

Beweis: Weil d eine Metrik auf X ist, gelten fiir alle x, y,z € X die Aussagen x =y < d(x,y) =0, d(x,y)=d(y, x)
und d(x,z) < d(x,y)+d(y,z). Insbesondere gelten diese Aussagen fiir alle x, y,z € A. Dies zeigt, dass d, = d|x4

eine Metrik auf A ist.

Sei nun U C X eine beliebige Teilmenge. Wir miissen zeigen, dass genau dann U € J, gilt, wenn U im metrischen
Raum (A, d,) eine offene Teilmenge ist. Setzen wir U € J, voraus, und sei a € A beliebig vorgegeben. Wir miissen
zeigen, dass ein ¢ € R* mit B, .(a) C U existiert, wobei B, .(a) den offenen Ball vom Radius & um a im metrischen
Raum (4, d,) bezeichnet. Nach Definition von J, existiert ein Element U’ € J mit U = U’ NA. Weil U in (X, d) offen
ist, existiert ein € € R* mit B,(a) C U’, wobei B,(a) den offenen Ball vom Radius ¢ um a in (X, d) bezeichnet. Fiir

alle x € X gilt nun die Implikation

X€By.(a) = x€AAdy(a,x)<e = x€AAd(a,x)<e = x€AAx€B,(a)

= x€AAxeU = xeUnNA = xeU.

Dies zeigt, dass tatsdchlich B, .(a) C U erfiillt ist.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass U offen in (A, d,) ist. Fiir jeden Punkt a € U gibt es ein ¢, € R* mit B, (a) C

U. Die Menge U stimmt dann mit der Vereinigung | J,.,; B 40, (@) iberein. Auerdem ist B, , (a) = B, (a)NA fiir jedes

acU
a € U, denn fiir alle x € X gilt die Aquivalenz
x€B, (A)NA & x€B,())Ax€EA & d(a,x)<g,Ax€EA

& dy(a,x)<eg,AXEA & x €By, (a)

Als Vereinigung offener Mengen ist U’ = U B, (a) offen in X. Die Gleichung

acU

U = |JBul@ = |JB, (@)na) = (U(Bga(a))ﬂA = UDNA

acU acU acU

zeigt nun, dass U somit in J, enthalten ist. |



Als konkretes Beispiel betrachten wir (R, d,) mit der durch die Norm || - || induzierten Metrik do, und die Teil-
menge A= IR x {0}. Nach Satz|(3.15)|erhalten wir eine Metrik d, auf A durch

da((x,0),(5,0)) = deo((x,0),(5,0)) = [(x,0=(,0lec = [(x—0lc

= max{lx—y[,0} = [x—yl|

Identifizieren wir A mit R iiber die Bijektion R — A, x — (x, 0), dann entspricht d, der Standardmetrik d; auf R. Ge-
nauso, wie wir am Anfang des Kapitels gezeigt haben, dass offene Intervalle in R offene Teilmengen des metrischen
Raums (R, d;) sind, kann man hier {iberpriifen, dass zum Beispiel U, = ]0, 1[ x {0} eine offene Teilmenge im metri-
schen Raum (A, d,) ist. Auf Grund des Satzes kann dies auch alternativ daraus gefolgert werden, dass U = ]0,1[ x R

eine offene Teilmenge von (R?, d) ist (was natiirlich gezeigt werden muss) und U, = U N A gilt.

Andererseits ist U, natiirlich keine offene Teilmenge von (IR?,d, ). Wire dies der Fall, dann miisste es zum Beispiel

ein £ € R geben, so dass der offene Ball Bg((%, 0)) vom Radius € um (%, 0) beziiglich d, in U, enthalten ist. Aber

wegen doo((%,o),(%, %e)) = max{l% — %l, [0— %el} = max{0, %s} = %8 < ¢ liegt der Punkt (%, %e) in Bg((%,o)), ohne

ein Element von U, zu sein.



§ 4. Kompaktheit und Zusammenhang

Inhaltsiibersicht

Die Kompaktheit eines abstrakten topologischen Raums wird durch eine Uberdeckungseigenschaft definiert; im R sind
die kompakten Teilmengen genau die beschrédnkten und abgeschlossenen Teilmengen. Die kompakten topologischen
Réume teilen als Definitionsbereiche reellwertiger Funktionen viele Eigenschaften mit den endlichen abgeschlossenen
Intervallen. So gilt fiir sie das Maximumsprinzip und fiir kompakte metrische Rdume auch der Satz von Bolzano-
Weierstraf3.

Ein topologischer Raum A wird als zusammenhdngend bezeichnet, wenn er nicht als Vereinigung echter relativ offener
Teilmengen dargestellt werden kann (die man als ,,Komponenten“ eines nicht zusammenhadngenden topologischen
Raums betrachten kann). Ein stirkerer Begriff ist der Wegzusammenhang eines topologischen Raums A, der besagt, dass
man je zwei Punkte durch eine ganz in A verlaufende Kurve verbinden kann. Die Bedeutung der zusammenhédngenden
Réume fiir die Analysis riihrt daher, dass dies genau die Definitionsbereiche stetiger Funktionen sind, fiir die der
Zwischenwertsatz seine Giiltigkeit behalt.

Wichtige Begriffe und Sdtze

e offene Uberdeckung einer Teilmenge eines topologischen Raums

o kompakte Teilmenge eines topologischen Raums, kompakter topologischer Raum
e Durchmesser und Beschréinktheit einer Teilmenge eines metrischen Raums

e Schachtelungsprinzip fiir metrische Rdume

e zusammenhéngender / wegzusammenhéangender topologischer Raum (Beispiele: Intervalle, konvexe Teilmen-
gen von R-Vektorrdumen)

e Kompaktheit abgeschlossener Quader und Satz von Heine-Borel
e Satz von Bolzano-Weierstrass fiir metrische Radume
o gleichmilige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kompakten metrischen Réumen

e Zwischenwertsatz fiir zusammenhéngende topologische Raume

(4.1) Definition Sei I eine Menge, (X, ) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U,),c; offener Teilmengen U; € X mit der
Eigenschaft | .., U; 2 A.

Fiir n € Z sei beispielsweise U, = Jn,n+ 2[ und V,, = Jn,n + 1[. Dann ist (U,),cy, eine offene Uberdeckung von R,

die Familie (V,),cz, aber nicht, denn die Teilmenge Z C R ist in _J,.,, V, nicht enthalten.

nez



(4.2) Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird kompakt ge-
nannt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;);c; von A eine endliche Teilmenge J C I existiert,

so dass bereits | J.., U; 2 A erfiillt ist.

ieJ

Ist die Teilmenge A = X von (X, 7)) kompakt, so bezeichnet man (X, 7) als kompakten topologischen Raum. Haufig
beschreibt man die Kompaktheit einer Menge A mit der Formulierung ,,Jede offene Uberdeckung enthilt eine endliche
Teiliiberdeckung.“. Die bedeutet aber nicht einfach, dass A eine endliche offene Uberdeckung besitzt. Letzteres trifft
fiir jede Teilmenge A eines topologischen Raums (X, &) zu: Die einelementige Familie (U;);c(1} gegeben durch U; =X
ist offensichtlich eine offene Uberdeckung von A. Bei der Definition der Kompaktheit liegt die Betonung darauf, dass

in jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung gewéhlt werden kann.

Schauen wir uns nun einige Beispiele und Gegenbeispiele fiir kompakte Mengen an.

(4.3) Proposition Sei (X, ) ein topologischer Raum und A € X eine endliche Teilmenge.
Dann ist A kompakt.

Beweis: Sei r € IN,, und seien ay, ..., a, die verschiedenen Elemente von A. Sei auerdem (U,),; eine offene Uber-
deckung von A. Wegen a;, € Aund A C | J,, U; gibt es fiir jedes k € {1,...,r} ein i(k) € I mit a; € Uj,. Setzen wir
J ={i(1),...,i(r)}, dann ist | J,., U; 2 A offenbar erfiillt. O

(4.4) Proposition Die Menge R im metrischen Raum (IR, d; ) mit der Standardmetrik d;(x, y) =
|x — y| fiir x, y € R ist nicht kompakt.

Beweis: Die Familie (U,),cz, gegeben durch U, = ]n,n+ 2[ ist eine offene Uberdeckung von R. In (U,),cz kann
aber keine endliche Teiliiberdeckung gewéhlt werden, denn jede Vereinigung der Form U, U...UU, mitr € N, und

ni,..., N, € Z hat nur endlichen Durchmesser und enthélt somit nicht ganz R. m|

(4.5) Proposition Sei (x(), . eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d) mit

Grenzwert a = lim, x™. Dann ist die Menge A= {x(™ | n € N} U {a} kompakt.

Beweis: Sei (U,);; eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es insbesondere ein i, € I mit a € Uj,, und U;  ist eine
Umgebung von a. Auf Grund der Konvergenz finden wir somit ein N € IN mit x™ € U,, fiir alle n > N. Fir jedes
n € N mit n < N gibt es auferdem auf Grund der Uberdeckungseigenschaft ein i, € I mit x(™ U;, - Ein Folgenglied
x™ liegt fiir n < N also in U;, und fiir n > N in U, . Dies zeigt, dass die endliche Indexmenge J = {iy, iy, ..., iy_1}

eine endliche Teiliiberdeckung von (U;);¢; definiert. O

Nimmt man aus der Menge A den Grenzwert a heraus, so erhélt man im allgemeinen keine kompakte Menge mehr. Ist

1 3

die Folge beispielsweise durch x™ = % fiir alle n € IN gegeben, dann in der Uberdeckung (U,,),,cy mit U, = ]ﬁ, ﬂ[

fiir n € IN keine endliche Teiliiberdeckung.



Wie schon bei der Offenheit und der Abgeschlossenheit bezieht sich der Begriff kompakt bei Teilmengen eines endlich-
dimensionalen R-Vektorraums auf die induzierte Metrik beziiglich einer beliebigen Norm, solange nicht explizit eine
andere Metrik vorgegeben wurde. Weil die Kompaktheit direkt auf dem Begriff der offenen Teilmenge basiert, folgt

aus Proposition (3.2)| unmittelbar, dass auch diese Eigenschaft nicht von der Wahl der Norm abhéngig ist.

(4.6) Definition Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X,dy) wird beschrénkt
genannt, wenn die Menge D(A) = {dx(a,b) | a,b € A} C R, beschrankt ist. Ist dies der Fall,
dann bezeichnen wir d(A) = sup D(A) als den Durchmesser der Teilmenge A. Der leeren Menge

@ wird der Durchmesser d(@) = 0 zugeordnet.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, dy ) ist genau dann beschrinkt, wenn ein Punkt a € Aund ein y € R*
mit dy (a, x) < v fiir alle x € A existiert. Ist ndmlich a ein solcher Punkt, dann folgt d(x,y) < d(a,x)+d(a,y) < 2y
fiir alle x, y € A. Die Umkehrung ist offensichtlich.

(4.7) Satz (Schachtelungsprinzip)

Sei (X, dy) ein vollstandiger metrischer Raum und (A, ), eine Folge nichtleerer, abgeschlosse-
ner, beschrankter Teilmengen von X mit A, 2 A, fiir alle n € IN. Gilt lim, d(A,)) = 0, dann gibt

es einen eindeutig bestimmten Punkt a € X mit [ ), oA, = {a}.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Eindeutigkeit. Sind a,a’ € A zwei verschiedene Punkte mit a,a’ € A, fiir alle
n € N, dann gilt d(a,a’) < d(A,) fiir alle n € IN. Aus lim,, d(A,,) = 0 folgt d(a,a’) = 0 und a = d’, im Widerspruch

zur Voraussetzung.

Zum Nachweis der Existenz wihlen wir in jeder Menge A, einen Punkt x™. Sei ¢ € R* vorgegeben und N € IN so
groR gewihlt, dass d(A,) < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist. Sind nun m,n € IN mit n > m > N, dann folgt d(x™, x(™) <
d(A,,) < &, also ist (x(M), . eine Cauchyfolge. Auf Grund der Vollstindigkeit von (X, dy) konvergiert diese gegen
einen Punkt a € X. Ist m € IN beliebig, dann gilt x(" € A, CA,, fiir alle n > m. Weil A,, abgeschlossen ist, liegt nach
Satz auch der Grenzwert a der Folge in A,,. Weil m beliebig vorgegeben war, haben wir somit a € A,, fiir alle

m € IN und somit a € (), A, nachgewiesen. O

(4.8) Definition Fin abgeschlossener Quader in R" ist eine Teilmenge Q C IR" der Form
Q=1 x..xI,, wobei I € R fiir 1 <k < n jeweils ein abgeschlossenes Intervall [a;, b; ] mit

a; < by bezeichnet.

Man {berpriift leicht, dass jeder abgeschlossene Quader dieser Form eine abgeschlossene Teilmenge von R" ist. Der

Durchmesser d(Q) von Q beziiglich der Maximums-Norm || - ||, ist gegeben durch d(Q) = max{b; —a; | 1 <k < n}.



(4.9) Satz Jeder abgeschlossene Quader Q € R" ist kompakt.

Beweis: Nehmen wir an, dass Q nicht kompakt ist. Dann gibt es in R" eine offene Uberdeckung (U;);c; von Q, in der

aber keine endliche Teiliiberdeckung existiert. Wir definieren nun eine absteigende Folge
Q = Q 2 Q 2 Q 2 Q3 2

von abgeschlossenen Quadern in R™ mit d(Q,,) = 27™d(Q), so dass keiner dieser Quader in (U;);c; eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Sei m € IN, und Q,, bereits definiert, wobei Q,, = 27™d(Q) gilt und Q,, keine endliche
Teiliiberdeckung in (U;);¢; besitzt. Dann erhalten wir Q,,,; durch das folgende Verfahren: Ist Q,, = I; x ... X I,, mit

abgeschlossenen Intervallen I = [ay, by ], dann zerlegen wir das Intervall I; jeweils in die beiden Teilstiicke

I,EU = [ar,m]  und I;EZ) = [m,be]

wobei m;, = %(ak+ b,) den Mittelpunkt von I, bezeichnet. Fiir jedes Tupel s = (sy, ...,s,) € {1,2}" sei Q©) = Iisl) X ... X
I fjn). Auf diese Weise haben wir Q,, in insgesamt 2" Teilquader zerlegt. Weil die Intervalle, aus denen Q) gebildet
wird, jeweils halb so lang wie die Intervalle von Q,, sind, gilt d(Q®)) = %d(Qm) =2~ q(Q) fiir alle s € {1,2}". Es
gibt mindestens ein t € {1,2}", so dass Q') in (U,);c; keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ansonsten konnten wir
nimlich die 2° endlichen Uberdeckungen der Quader Q®) zu einer endlichen Uberdeckung von Q,, zusammenfiigen.

Definieren wir nun Q,,,; = Q'”, dann erfiillt Q,,,, alle angegebenen Bedingungen.

Nun zeigen wir, dass diese Konstruktion zu einem Widerspruch fiithrt. Nach Satz dem Schachtelungsprinzip,
gibteseina € Q mit( ), Qm = {a}. Weil (U;);; eine Uberdeckung von Q ist, gibt es ein iy € I mita € U,.Seie € R*
so klein gewéhlt, dass B.(a) in U;, enthalten ist, wobei B, (a) den offenen Ball beziiglich || - ||, bezeichnet. Sei m € IN
mit 27"d(Q) < e. Wir zeigen, dass Q,, in U;, liegt. Sei x € Q,, vorgegeben. Aus a,x € Q,, und d(Q,,) <27"d(Q) < ¢
folgt d(a, x) < €. Dies wiederum bedeutet x € B.(a) C U; . Aber die Inklusion Q,, € U; widerspricht der Annahme,

dass Q,, nicht durch endlich viele Mengen aus der Familie (U;);¢; iiberdeckt werden kann. m|

(4.10) Satz Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raums
(X, 7). Dann ist A kompakt.

Beweis:  Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von A. Weil U = X \ A offen ist, bildet (U,);c; zusammen mit U eine
offene Uberdeckung von X. Weil X kompakt ist, kénnen wir eine endliche Teilmenge J C I wihlen, so dass (U;);c;

zusammen mit U eine endliche Uberdeckung von X bildet. Es gilt also

A < x = vulJy = x\aulJu;.
jeJ jeJ
Die Gleichung zeigt A C Uje ; U;, wir haben also eine endliche Teiliiberdeckung von A in (U;);¢; gefunden. m|

(4.11) Folgerung Jede beschriankte und abgeschlossene Teilmenge A C R" ist kompakt.



Beweis: Weil A beschrénkt ist, gibt es ein r € R*, so dass A im offenen Ball B, (Op.) beziiglich der Maximums-Norm
Il - lloo enthalten ist. Nach Definition ist der abgeschlossene Ball B,(Op.) gerade der abgeschlossene Quader [—r, 7],

und dieser ist nach Satz|(4.9)|eine kompakte Teilmenge von R". Als abgeschlossene Teilmenge von B, (Op.) ist A nach
Satz|(4.10)|ebenfalls kompakt. O

Kompakte Teilmengen metrischer Rdume lassen sich auch durch das Konvergenzverhalten von Folgen beschreiben.

(4.12) Definition Ein Punkt x in einem topologischen Raum (X, J ) wird Hiufungspunkt einer
Teilmenge A C X genannt, wenn in jeder Umgebung von x jeweils unendlich viele Elemente aus

Aliegen.
In Analogie zu den endlichen, abgeschlossenen Intervallen in R gilt nun

(4.13) Satz (Satz von Bolzano-Weierstrayfs)

Jede Folge in einem kompakten metrischen Raum (X, dy ) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (x(™), eine Folge in X. Ist die Menge A = {x | n € IN} der Folgenglieder endlich, dann gibt es ein
a € Amit x( = q fiir unendlich viele n € IN. Wir finden dann eine Folge (n; ),y natiirlicher Zahlen mit x™) = a

fiir alle k € IN. Damit ist (x()), . eine konstante, insbesondere eine konvergente Teilfolge von (x™), .

Setzen wir von nun an voraus, dass A eine unendliche Menge ist. Wir beweisen, dass A unter dieser Voraussetzung
einen Haufungspunkt besitzt. Ware dies nicht der Fall, dann gébe es fiir jedes x € X eine Umgebung U, C X, so dass
die Menge U, NA jeweils endlich ist. Nach Definition der Umgebungen gibt es jeweils eine offene Teilmenge V, von
X mit V,, € U, und x € V,. Die Familie (V, ),y bildet eine offene Uberdeckung von A. Auf Grund der Kompaktheit

existiert eine endliche Teilmenge J € X, so dass A bereits von (V. ),; liberdeckt wird. Aber dies wiirde bedeuten,

A = AnX = AO(UVX) = Janv)

xe€J xeJ

dass

eine endliche Menge ist, im Widerspruch zur Annahme. Sei a € X also ein Haufungspunkt von A. Dann enthalt
B, k(a) fiir jedes k € IN jeweils unendlich viele Folgenglieder, wir finden also ein n; € IN mit x() € B k(a). Nach

Konstruktion konvergiert die Teilfolge (x (")), dann gegen den Punkt a. m|

(4.14) Folgerung Jede beschriankte Folge im R" besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Dies folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf3, weil jede beschrénkte Folge in einem hinreichend grof3

gewdhlten kompakten Quader enthalten ist. m|



(4.15) Folgerung Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X,dy) ist be-

schrankt und abgeschlossen.

Beweis: Nehmen wir an, A wire nicht beschrankt. Dann wahlen wir einen beliebigen Punkt a € A und definieren eine
offene Uberdeckung von A durch (U,),ey durch U, = B,(a) fiir alle n € IN. Da A unbeschrinkt ist, gibt es in dieser

offenen Uberdeckung keine endliche Teiliiberdeckung. Also ist A nicht kompakt, im Widerspruch zur Annahme.

Gehen wir nun davon aus, dass A nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es nach Satz eine Folge (x™),c mit
einem Grenzwert x € X, der auRerhalb von A liegt. Jede Teilfolge von (x™), . konvergiert dann ebenfalls gegen x.
Aber nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf3 gibt es eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in A konvergiert. Weil eine
Folge in einem metrischen Raum nach Proposition nicht gegen zwei verschiedene Punkte konvergieren kann,

erhalten wir auch hier einen Widerspruch. m|

Zusammen mit Folgerung erhalten wir

(4.16) Satz (Satgz von Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist.

Abeschlossene und beschriankte Teilmengen allgemeiner metrischer Rdume sind nicht notwendigerweise auch kom-

pakt. Beispielsweise gilt

(4.17) Proposition Sei X eine unendliche Menge und 6y die diskrete Metrik auf X. Dann ist

X zwar beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Beweis: Weil 6 nur die Werte 0 und 1 annimmt, gilt d(X) = 1 fiir den Durchmesser von X. Also ist X beschrankt.
Wie in jedem metrischen Raum ist die Gesamtmenge X abgeschlossen. Dariiber hinaus ist, wie wir in § 10 gesehen
haben, jede Teilmenge eines diskreten metrischen Raums offen und damit auch abgeschlossen. Andererseits ist X
nicht kompakt. Weil namlich jede Teilmenge von X offen ist, erhalten wir durch ({x}),cx eine offene Uberdeckung

von X. Weil aber X unendlich ist, kénnen wir in ({x}),cx keine endliche Teiliiberdeckung wahlen. |

(4.18) Satz Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen, wobei X
kompakt sei. Dann ist auch die Bildmenge f (X) kompakt.

Beweis: Sei (V;),; eine offene Uberdeckung von f(X). Dann sind die Urbildmengen U; = f~'(V;) auf Grund der
Stetigkeit von f nach Proposition offen, und sie bilden eine Uberdeckung des Definitionsbereichs X der Abbil-
dung. Weil X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C I, so dass X bereits von (U;);c; iiberdeckt wird. Dann
ist (V;);c; eine Uberdeckung von f(X). Ist nimlich y € f(X) vorgegeben, dann existiert ein x € X mit f(x) = y und
ein i € J mit x € U; = f 1(V;). Es folgt dann y = f(x) € V. O



(4.19) Satz (Maximumsprinzip)

Jede stetige, reellwertige Funktion f : X — R auf einem kompakten topologischen Raum (X, )

mit X # @ ist beschrankt und nimmt auf X ihr Maximum und Minimum an.

Beweis: Nach Satz und dem Satz von Heine-Borel, angewendet auf den R', ist f(X) € R beschrénkt und
abgeschlossen. Weil f (X) beschrankt ist, besitzt diese Menge ein Infimum m_ und ein Supremum m, . Nehmen wir
an, dass m, nicht in f(X) liegt. Dann gibt es nach Definition des Supremums eine Folge (y™),cx in f(X) mit
lim, y™ = m,. Aber weil f(X) abgeschlossen ist, muss nach Satz auch der Grenzwert m, in f(X) liegen.

Genauso beweist man m_ € f(X). O

Den Begriff der gleichméRigen Stetigkeit wurde im ersten Semester bereits fiir eindimensionale Funktionen definiert.

Wir verallgemeinern ihn nun auf metrische Raume.

(4.20) Definition FEine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dy) und (Y, dy )
wird gleichméBig stetig auf X genannt, wenn fiir jedes ¢ € R* ein 6 € R* existiert, so dass die

Implikation dy (x,y) < 6 = dy (f(x), f(¥)) < ¢ flr alle x, y € X erfiillt ist.

Im ersten Semester wurde gezeigt, dass jede stetige Funktion auf einem kompakten Intervall auch gleichméRig stetig
ist (womit dann spéater die Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen nachgewiesen wurde). Das Analogon dieser

Aussage fiir metrische Raume lautet

(4.21) Satz Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen, wobei X

kompakt sei. Dann ist f sogar gleichmé&Rig stetig auf X.

Beweis: Sei ¢ € Rt vorgegeben. Weil f auf X stetig ist, konnen wir fiir jeden Punkt a € X das e-5-Kriterium (Satz
anwenden und erhalten ein 6, € R*, so dass die Implikation dy(a,x) < 6, = dy(f(a), f(x)) < %e fur alle
x € X erfiillt ist. Lassen wir a die gesamte Menge X durchlaufen, dann bilden die offenen Bélle U, = B 1 5,(a) bilden
einen offene Uberdeckung von X. Weil X kompakt ist, kdnnen wir eine endliche Teilmenge J C X wihlen, so dass X

bereits durch die Mengen U, mit a € J {iberdeckt wird.

Seinun 6 = min{%5a|a € J}, und seien x,y € X mit dy(x,y) < & vorgegeben. Auf Grund der Uberdeckungseigen-
schaft finden wir ein a € J mit x € U,. Es folgt dy(a, x) < %5a, und zusammen mit dy(x,y) < & < %5a erhalten wir
dy(a,y) < 8,. Aus dy(a,x) < %5(1 < 6, folgt dy(f(a), f(x)) < %8, und aus dy(a,y) < 8, folgt dy (f (a), f(¥)) < %8.

Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir insgesamt

dr(fOf() < dy(f(@,f) +dy(f(a)f(¥)) < 3ze+3e = e O



Kommen wir nun zum zweiten groflen Thema dieses Kapitels, dem Zusammenhang. Ist (X,Z) ein topologischer
Raum und A C X, so bezeichnen wir eine Teilmenge V C A als in A relativ offen bzw. relativ abgeschlossen, wenn

V beziiglich der auf A induzierten Topologie offen bzw. abgeschlossen ist.

(4.22) Definition Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird zusam-
menhidngend genannt, wenn es keine disjunkten, nichtleeren und in A relativ offenen Mengen
U, VCAmitA=UUV gibt.

Wir bezeichnen den topologischen Raum (X, ) selbst als zusammenhdngend, wenn die Teilmenge A = X zusammen-

héngend ist.

(4.23) Proposition Eine Teilmenge A eines topologischen Raums (X, ) ist genau dann zu-
sammenhdngend, wenn @& und A die einzigen Teilmengen von A sind, die sowohl relativ offen

als auch relativ abgeschlossen in A sind.

Beweis: Wir beweisen beide Richtungen durch Kontraposition. ,=“ Angenommen, es gibt eine Teilmenge U C A
mit U # @,A, die sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen in A ist. Dann ist auch V = A\ U in A relativ
offen, und es gilt V # @. Somit ist durch A= U UV eine Zerlegung von A in disjunkte, nichtleere, in A relativ offene

Mengen gegeben.

~&=“ SeiA=UUYV eine Zerlegung von A in nichtleere, disjunkte, in A relativ offene Mengen. Neben U # @ gilt auch

U # A, denn ansonsten wire V = @. Also ist U eine in A relativ offene Menge ungleich @ und A. |

Die Teilmenge A = {(x, %) | 0 # x € R} € R?} des R? ist nicht zusammenhingend. Ist nimlich R~ die Menge der
negativen reellen Zahlen, U= R~ x Rund V=R* xR, dannist A=U’UV’' mit U = UNAund V' = V NA eine

Zerlegung von A in disjunkte, nichtleere und in A relativ offene Teilmengen.

Nach unserer Definition aus der Analysis einer Variablen wird eine Teilmenge I C R als Intervall bezeichnet, wenn

mit a, b €I auch [a, b] in I enthalten ist.

(4.24) Satz Sei M C R eine Menge, die mindestens zwei verschiedene Elemente enthélt. Genau

dann ist M eine zusammenhingende Teilmenge von R, wenn M ein Intervall ist.

Beweis: ,<“ Angenommen, M ist ein Intervall. Sei M = U UV eine Zerlegung von M in disjunkte, nichtleere und
in M relativ offene Teilmengen. Sei u € U und v € V; aus Symmetriegriinden kdnnen wir u < v voraussetzen. Weil
M ein Intervall ist, gilt [u,v] € M, und U’ = [u,v]NU, V' = [u,v] NV ist eine Zerlegung von [u,v] in disjunkte,
nichtleere Teilmengen, die beide in [, v] relativ offen sind. Sei nun s = sup U’. Dann gibt es in U’ eine Folge (s™), <,

die gegen s konvergiert. Weil U’ als Komplement von V'’ in [u, v] relativ abgeschlossen ist, liegt s als Grenzwert der



Folge in U’. Nach Definition des Supremums gilt x ¢ U’ und somit x € V' fiir alle x € [u, v] mit x > s. Andererseits
gibt es auf Grund der relativen Offenheit von U’ in [u, v] ein ¢ € RY, so dass [s,s + [ noch in U’ enthalten ist. Dies
wiirde bedeuten, dass zum Beispiel s + 3¢ sowohl in U’ als auch in V' liegt, im Widerspruch dazu, dass U’ und V'

disjunkt sind.

»,2=“ Nehmen wir an, M ist zusammenhé&ngend, aber kein Intervall. Dann gibt es zwei verschiedene Punkte u,v € M
mit u < v und einen Punkt s € [u, v], der nicht in M liegt. Wir definieren nun U = ]—o0o,s[ und V = Js,+oo[. Dann
ist M = (UNM)U(V NM) eine Zerlegung von M in disjunkte, nichtleere Teilmengen, die in M relativ offen sind.

Dies widerspricht der Annahme, dass M zusammenhéngend ist. m|

(4.25) Proposition Seien (X, ) und (Y, ;) topologische Rdume und A € X zusammen-
hingend. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist f(A) eine zusammenhéngende Teil-

menge von Y.

Beweis: Angenommen, es gibt nichtleere, disjunkte Teilmengen U,V C f(A) mit f(A) = UUV, die in f(A) relativ
offen sind. Weil f und damit auch f|, stetig ist, sind die Urbildmengen U’ = (f|,)"(U) und V' = (f|,) "} (V) relativ
offen in A, nach Proposition[(3.13)] Weil U und V beide nichtleer sind (und f |, die Menge A surjektiv auf f (A) = UUV
abbildet), sind auch U’ und V' nichtleer. Waren U’ und V' nicht disjunkt, x € U'NV’, dann hétten U und V mit f (x)
ebenfalls einen gemeinsamen Punkt, im Widerspruch zur Voraussetzung. AufRerdem gilt U’ UV’ = A, denn fiir jedes
x € A gilt f(x) € f(A), also f(x) € U oder f(x) € V und damit x € U’ oder x € V’. Insgesamt haben wir also
A in nichtleere disjunkte, in A relativ offene Teilmengen zerlegt. Aber dies widerspricht der Voraussetzung, dass A

zusammenhangend ist. O

(4.26) Satz (Zwischenwertsatz)

Sei (X, ) ein topologischer Raum, A € X eine zusammenhéngende Teilmenge und f : X — R

eine stetige Funktion. Seien a, b € A vorgegeben. Dann nimmt f auf A jeden Wert ¢ € R mit

f(a) <c < f(b) an.

Beweis: Nach Proposition [(4.25)|ist f(A) € R zusammenhéngend. Ist f(A) die leere Menge oder besteht f(A) nur
aus einem Element, dann ist die Aussage offenbar erfiillt. Andernfalls ist f (A) nach Satz|(4.24)| ein Intervall. Dies
bedeutet, dass mit f (a) und f(b) auch jeder Wert dazwischen in f (A) enthalten ist. O

(4.27) Definition Sei (X, ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heilt wegzusam-
menhéngend, wenn fiir beliebige Punkte a, b € A jeweils eine stetige Abbildung y : [0,1] —» A
mit y(0) = a und y(1) = b existiert. Man bezeichnet y als Weg, der die Punkte a und b verbindet.

Ein wichtiger Spezialfall fiir wegzusammenhéngende Mengen sind die konvexen Teilmengen von normierten R-Vek-

torraumen.



(4.28) Definition Sei V ein normierter R-Vektorraum, und seien p,q € V. Dann ist die Verbin-
dungsstrecke zwischen p und q die Menge [p,q] = {(1—t)p + tq | t €[0,1]}. Eine Teilmenge

A C V wird konvex genannt, wenn fiir alle p,q € A jeweils [p,q] C A gilt.

Einfache Beispiele konvexer Teilmengen sind die offenen und abgeschlossenen Bélle in einem metrischen Raum.

(4.29) Proposition Sei V ein normierter R-Vektorraum. Dann ist jeder offene und jeder abge-

schlossene Ball in V konvex.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den offenen Fall. Seia € V,r e Rf und A=B,(a) = {x € V | ||x —al| < r}. Seien
aullerdem p,q € B,(a) vorgegeben; zu zeigen ist [p,q] € A. Wegen p,q € B,(a) gilt ||[p —al| < r und ||g —a|| < r.
Sei nun z € [p, q]. Dann gibt es nach Definition der Verbindungsstrecke ein t € [0,1] mit z = (1 —t)p + tq. Aus der
Dreiecksungleichung folgt

lz—al = IA-0p+tg—all = [A-0)(p—-a)+tlg—a)ll <
A-dllp—all+tllg—all < (A-Or+tr = r

Also ist z in B.(a) enthalten. |

Jede konvexe Teilmenge A in einem R-Vektorraum V ist wegzusammenhéngend: Seien p, g € A beliebig vorgegebene
Punkte. Weil die Verbindungsstrecke [p, q] vollstindig in A liegt, konnen wir durch v : [0,1] = A, t — (1 —t)p + tq

einen in A verlaufenden Weg definieren, der die Punkte p und q verbindet.

(4.30) Proposition Jeder wegzusammenhidngende Teilmenge A € X eines topologischen

Raums (X, 7) ist zusammenh&ngend.

Beweis: Angenommen, A= U UYV ist eine Zerlegung von A in nichtleere, disjunkte, in A relativ offene Mengen U, V.
Dann withlen wir Punkte p € U, q € V und verbinden diese durch einen Weg y : [0, 1] — A. Nun gilt y " }(U)uy }(V) =
[0,1], weil y(t) fiir jedes t € [0,1] in U oder V liegt, und dies ist eine Zerlegung des Intervalls [0, 1] in nichtleere und
disjunkte Mengen: disjunkt, weil die Mengen U und V disjunkt sind, und nichtleer wegen 0 € y1(U) und 1 € y~}(V).
Weil y stetig ist, sind die Teilmengen y~}(U) und y~*(V) nach Propositionoffen in [0,1]. Weil aber [0,1] als
metrischer Raum nach Satz zusammenhdngend ist, kann es eine solche Zerlegung nicht geben. |

Erganzung:

Beispiel fiir eine zusammenhingende, nicht wegzusammenhingende Menge

Bereits in der Analysis einer Variablen war uns die Funktion f : R — R gegeben durch

fo) = sin(3) fiir x #0
0 firx=0

begegnet, als Beispiel fiir eine (im Punkt 0) unstetige Funktion, bei der sich die Unstetigkeit aber am Funktionsgra-
phen nicht direkt erkennen lésst. Hier zeigen wir, dass der Funktionsgraph von f, also die Menge A = Ty = {(x, f (x)) |

x € R} eine zusammenéngende, aber nicht wegzusammenhéngende Teilmenge von R? ist.



(1) A= Iy ist zusammenhédngend

Nehmen wir an, die Menge A ist nicht zusammenh&dngend. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung A = U UV in
nichtleere Teilmengen U, V, die beide in A relativ offen und damit auch relativ abgeschlossen sind. Wir bemerken nun
zunichst, dass die Mengen A" = {(x, f(x)) | x € R*} und A~ = {(x, f(x)) | x € R, x < 0} wegzusammenhingend
sind. Sind namlich p = (y, f(¥)) und q = (2, f (2)) in A* vorgegeben mit 0 < y < 2, dann ist auf Grund der Stetigkeit
von f|g+ durch v(t) = (1—t)y +tz, f((1—t)y +tz)) eine stetige Abbildung y : [0,1] = A* mit y(0) = (y, f(¥)) =p

und y(1) = (2, f (2)) = q definiert. Genauso zeigt man, dass A~ wegzusammenhangend ist.

Daraus folgt nun, dass sowohl A* als auch A~ entweder vollstidndig in U oder vollstindig in V liegt. Wiirde namlich
zum Beispiel weder A* C U noch A* C V gelten, dann wire A* = (A* N U) U (A" N V) eine Zerlegung von A* in
relativ offene, nichtleere, disjunkte Teilmengen, im Widerspruch dazu, dass At wegzusammenhingend und nach
Proposition damit auch zusammenhéngend ist. Nach eventueller Vertauschung von U und V koénnen wir
also A~ € U und A* C V annehmen. Weil nun U in A auch relativ abgeschlossen ist und die Folge gegeben durch
x™ = (2m, sin(27tn)) = (2711—,1, 0) vollstdndig in V liegt, muss nach Satz auch der Grenzwert (0,0) € A dieser
Folge in U liegen. Mit Hilfe der Folge y(™ = (— 2Tm,sm( 21tn)) = (— 27m,O) kann genauso begriindet werden, dass
(0,0) in V liegt. Aber (0,0) € U NV widerspricht der Voraussetzung, dass U und V disjunkt sind.

(2) A= Iy ist nicht wegzusammenhéngend

Nehmen wir an, dass A wegzusammenhéngend ist, und setzen wir p = (0, f(0)) = (0,0) und g = (1, f(1)). Dann
gibt es eine stetige Abbildung v : [0,1] — A mit y(0) = p und y(1) = q. Nach Proposition |(2.7)|ist dann auch die
erste Komponente y, von v stetig, und wegen 71(0) =0 und y;(1) = 1 muss es nach dem Zwischenwertsatz fiir jedes

n € N ein t™ € 10, 1[ mit y,(t™) = geben. Die Folge (™), ist beschriankt und besitzt nach dem Satz

21r(n+ )
von Bolzano-Weierstrass eine in [0, 1] konvergente Teifolge (t*)), <\, deren Grenzwert wir mit t, bezeichnen. Weil

y stetig ist und y(t) fiir jedes t € [0, 1] in A liegt und somit y(t) = (y,(t), f (y1(t))) gilt, folgt nun

(D Fr() = 7t) = lm y((®) = lim (7, ("), f(ra(€70))
= lm G fim) = Jim Gl sin@a(n+ ) = (0,1,

Durch Vergleich der beiden Komponenten erhalten wir y;(t,) = 0 und f(y,(ty)) = 1, was aber zu f(y,(ty)) =
f(0) = 0 im Widerspruch steht. Dies zeigt, dass eine solche Abbildung y nicht existiert. Also ist A nicht wegzusam-

menhangend.



8 5.

Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

Inhaltsiibersicht

In der eindimensionalen Analysis ist die Ableitung einer Funktion in einem Punkt lediglich eine reelle Zahl, die die Stei-
gung der Funktion in diesem Punkt angibt. Bei einer mehrdimensionalen Funktion ist eine einzelne Zahl zur Beschrei-
bung des Steigungsverhaltens nicht mehr ausreichend, weil die Steigung in der Regel davon abhéngt, in welche Rich-
tung man sich innerhalb des Definitionsbereichs bewegt. Zum Beispiel wéchst der Funktionswert von f (x,y) = x+2y
in y-Richtung doppelt so schnell wie in x-Richtung.

Man kann aber der Funktion in einem Punkt p fiir jeden Richtungsvektor v einen Steigungswert zuordnen. Dies ge-
schieht durch die Richtungsableitung J, f (p). Ist v einer der Einheitsvektoren im R", dann spricht man auch von einer
partiellen Ableitung. Neben der Definition dieser Ableitungsarten behandeln wir in diesem Kapitel auch hohere (mehr-
fache) partielle Ableitungen und verallgemeinern den Mittelwertsatz aus der Analysis einer Variablen auf diesen neuen
Ableitungstyp.

Wichtige Begriffe und Sdtze

Richtungsableitung J, f (p) einer Funktion f in Richtung v einem Punkt p in Richtung
partielle Ableitung J;f einer Funktion
Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen

hohere partielle Ableitungen, Satz von Schwarz

Im gesamten Kapitel sei V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum. Sei U C V eine offene Teilmenge

und f : U — R eine Funktion auf U. Sei aulerdem a € U ein beliebiger Punkt des Definitionsbereichs und v € V.

Unser Ziel besteht darin, das Steigungsverhalten von f im Punkt a in Richtung des Vektors v zu untersuchen.

Sei dazu ¢ : R — V definiert durch ¢(t) = a + tv. Da es sich bei U um eine Umgebung von a handelt, und auf

Grund der Stetigkeit von ¢, ist ¢ "!(U) eine Umgeung von 0 in R. Es gibt also ein ¢ € R* mit ]—¢,e[ C ¢ 1(U),

und folglich ist die R-wertige Funktion f o ¢ zumindest auf dem Intervall ]—¢, e[ definiert. Es kann somit von der

Differenzierbarkeit der Funktion f o ¢ im Punkt O gesprochen werden.

(5.1) Definition Sei U C V offen und f : U — R eine Funktion. Sei a € U, v € V, und sei
¢ : R — V gegeben durch ¢(t) = a + tv. Ist die Funktion f o ¢ im Punkt O differenzierbar,
dann nennt man die Ableitung 3, f (a) = (f o ¢)'(0) die Richtungsableitung von f im Punkt a
in Richtung v. Ist V = R" und v = ¢ fiir ein j € {1, ...,n}, dann spricht man auch von der j-ten

partiellen Ableitung und verwendet die Bezeichung J; f (a).

Wird f in Abhingigkeit von Variablen x, y, ... dargestellt, zum Beispiel in der Form f (x,y) = x? + 2xy + y?, dann

verwendet man an Stelle von &, f und 8, f auch die Bezeichnungen 8 f /9 x und @ f /9 y fiir die partiellen Ableitungen.



Die Berechnung von Richtungsableitungen und partiellen Ableitungen wird durch folgende Rechenregel vereinfacht.

(5.2) Lemma Sei U C V offenund f : U — R eine Funktion. Seiena,v € V,undsei¢ : R > V
gegeben durch ¢(t) = a + tv. Fiir alle t € R mit ¢(t) € U existiert 9, f (a + tv) genau dann,
wenn f o ¢ an der Stelle ¢ differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt 3, f (a + tv) = (f o ¢)'(t).

Beweis: Sei t, € R ein Punkt mit ¢ (t;) € U, und seip : R — V definiert durch y(t) =a +tov+tv =a+ (to + t)v.
Nach Definition existiert die Richtungsableitung 2, f (a + t,v) genau dann, wenn die Funktion f o4 an der Stelle
0 differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt 8,f (a + t,v) = (f o ¢)'(0). Sei nun 7 : R — R gegeben durch 7(t) =
to + t. Dann hingen die beiden Abbildungen ¢ und 1 durch ¢ = ¢ o T zusammen. Auf Grund der Kettenregel der
eindimensionalen Analysis folgt aus der Differenzierbarkeit von 7 an der Stelle 0 und der Differenzierbarkeit von

f o ¢ an der Stelle t, = 7(0) die Differenzierbarkeit von f o ¢p o T = f o) an der Stelle 0, und es gilt dann
aflattey) = (foyp)(0) = (fogpor)(0) = (fod)(7(0)) 7(0)
= (fod)(t)'1 = (foo)(to)

Umgekehrt folgt aus der Existenz von J, f (a + t,v) nach Definition die Differenzierbarkeit von f o1 an der Stelle 0.

Wegen ¢ =1 o 77! folgt daraus wiederum die Differenzierbarkeit von f oo 77! = f o ¢ an der Stelle t,,. |

(5.3) Folgerung Sei U CV offen, f : U — R eine Funktion und a € U. Dann gilt

0
a]f(a) = E(f(al,...,aj,l, t,aj+1,...,an))|t:a}_.

Dies soll bedeuten, dass genau dann die j-te partielle Ableitung von f an der Stelle a definiert
ist, wenn die Funktion t — f(ay,...,a;_4,t,0aj41,-..,a,) an der Stelle a; differenzierbar ist, und

dass in diesem Fall die Ableitung dieser Funktion an der Stelle a; mit J;f (a) iibereinstimmt.

Beweis: Dies folgt unmittelbar durch Anwendung von Lemma|(5.2)|auf V. =R", v =¢; und die Stelle t = a;. |

Ist f beispielsweise eine Funktion auf dem R?, dann ist , f (a;, a,) die Ableitung von t — f(t,a,) an der Stelle a;,

und J,f (a;,a,) ist die Ableitung von t — f(a;, t) an der Stelle a,. Wir betrachten nun einige konkrete Beispiele.

Beispiel 1: Sei f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2x%2+7y%+5y und p = (x, y) € R? ein beliebig gewihlter
Punkt. Um J, f (p) zu berechnen, miissen wir die Ableitung der Funktion t — f(t, y) im Punkt t = x bestimmen. Es
gilt

f(t,y) = 2t2+7y*+5y
fiir alle t € R, und die Ableitung dieser Funktion ist t — 4t. Also ist J; f (x, y) = 4x. Zur Berechnung von 9, f (x, y)
betrachten wir die Funktion t — f(x,t). Es gilt f(x,t) = 2x% + 7t? + 5t, und die Ableitung ist t — 14t + 5. Wir
erhalten somit 8,1 (x,y) = 14y +5.

Beispiel 2: Sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = sin(2x)e®’. Dann sind die partiellen Ableitungen von f
gegeben durch 2, f (x, y) = 2cos(2x)e®” und &,f (x, y) = 3sin(2x)e%”.



Auch die Berechnung von Richtungsableitungen sehen wir uns an einem Beispiel an.

Beispiel 3: Sei f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2x% + 7y? + 5y fiir alle (x,y) € R2. Wir bestimmen
die Ableitung von f im Punkt (x, y) in Richtung des Vektors v = (1, 1). Diese ist gegeben durch die Ableitung der
Funktion f o ¢ im Punkt 0, mit der Hilfsfunktion ¢ : R — R2, t — (x, y) + tv. Dabei ist (x,y)+ tv=(x+t,y + t).

Den Wert der Ableitung erhalt man nun durch die Rechnungen

(Fo)t) = flx+t,y+t) = 2x+tP+7(y+t)*+5(y +1)
= 2x*+4xt+2t2+7y? + 14yt + 7t> + 5y + 5¢

und (f 0 ¢)'(t) = 4x + 4t + 14y + 14t + 5 fiir alle t € R. Wir erhalten d;; 1)(x,y) = (f © $)'(0) = 4x + 14y +5. Ein
Vergleich mit dem Ergebnis von oben zeigt, dass es sich um die Summe &, f (x, y) + d,f (x, y) der beiden partiellen

Ableitungen handelt.

Wir wiederholen die Rechnung noch einmal mit einem beliebigen Richtungsvektor v = (a, b) € R2. In diesem Fall
miissen wir die Ableitung der Funktion (f o ¢)(t) = f(x +ta,y + tb) = 2(x + ta)®> + 7(y + tb)> + 5(y + tb) an der
Stelle 0 bestimmen. Es gilt (f o ¢ )'(t) = 4a(x + ta) + 14b(y + tb) + 5b und somit

0,f(x,y) = (fo¢)(0) = 4ax+14by+5b = a-3,f(x,y)+b-0f(x,y).

Wir leiten nun einige allgemeine Regeln fiir das Rechnen mit Richtungsableitungen her.

(5.4) Lemma Sei U CV offen. Sei v € V, und seien f, g : U — R reellwertige Funktionen.

(1) Ist f konstant, dann gilt 8, f (x) = 0O fir alle x € U.

(ii) Istx € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die Richtungsableitungen 9, f (x) und 3, g(x)
existieren, dann existiert auch 8,(f + g)(x) und J,(f g)(x), und es gilt

o,(f+&)x)=0,f(x)+5,g(x) und  3,(fg)(x)=f(x)2,g(x)+g(x)d,f (x).
(iii) Existiert 8, f (x) im Punkt x € U, dann existiert auch 9., f (x) fiir alle ¢ € R, und es gilt

Ouf =c o,f.

Beweis: Sei x € U, und sei ¢ € R" hinreichend klein gewihlt, so dass x + tv € U fiir alle t € ]—¢, ¢ gilt. Sei
auflerdem ¢ : R — V definiert durch ¢(t) = x + tv fiir alle t € R. Nach Definition der Richtungsableitung gilt

0,f(x)=(f o$)'(0) und 3,8(x) = (g ° $)'(0).
zu (i) Ist f konstant, dann ist auch f o ¢ konstant, und es folgt 3, f (x) = ¢’(0) = 0.

zu (ii) Nach Definition der punktweisen Summe zweier Funktionen gilt (f + g)o ¢ = (f o ¢p) + (g o ¢). Mit der
Summenregel erhalten wir J,(f + g)(x) = ((f © ¢) + (g © $))'(0) = (f 0 $)'(0) + (g © $)'(0) = 3,f (x) + J,8(x).



Ebenso gilt (fg)o ¢ = (f o ¢)(g o ¢). Die Produktregel liefert somit
3,(fg) = ((fod)god))(0) = (fop)(0)(god)0)+(fop)0)gog)(0)
3,f(x)-g(x)+ f(x) - 9,8(x).

zu (iii) Sei ¢, : R — V definiert durch ¢.(t) = x + ctv und ¢, € R* so gewiahlt, dass ¢ (]—e., e.[) € U gilt.
Wegen ¢.(t) = ¢(ct) gilt ¢p. = ¢ o 7, mit 7, : R — R gegeben durch 7 (t) = ct fiir alle t € R. Nach Definition der
Richtungsableitung gilt d., f (x) = (f o ¢.)(t). Die Kettenregel aus der Analysis einer Variablen liefert nun

Oufx) = (fog)(0) = (Fodlom)(0) = (food)(m(ONm (0) = 8,f(x)-c. O

Das letzte Beispiel wirft die Frage auf, ob sich allgemein jede Richtungsableitung als Linearkombination der partiellen
Ableitungen darstellen ldsst. Wir werden im néchsten Abschnitt untersuchen, welche Bedingung die Funktion f
erfiillen muss, damit dies der Fall ist. Bei einer beliebigen Funktion ist es jedenfalls méglich, dass die partiellen

Ableitungen sehr wenig mit den sonstigen Richtungsableitungen zu tun haben, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4: Sei die Funktion f : R> — R gegeben durch

2x firy=0
flx,y) = 3y flirx=0
0 sonst.

Dann gilt 8,f(0,0) = 2, d,f(0,0) = 3, aber fiir v ¢ lin(e;) U lin(e,) ist 8,f(0,0) = 0. Man beachte, dass f im

Nullpunkt stetig, aber in allen {ibrigen Punkten der x- und der y-Achse unstetig ist.

Die Existenz der Richtungsableitungen in einem Punkt a sagt im allgemeinen auch wenig {iber das Verhalten der
Funktion in diesem Punkt aus. Es kann beispielsweise vorkommen, dass sémtliche Richtungsableitungen in einem

Punkt a existieren, ohne das die Funktion im Punkt a stetig ist. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 5: Sei die Funktion f : R? — R definiert durch

2

flx,y) = {xX*+y°
0 fiir (x,y) =(0,0).

fiir (x,y) # (0,0)

Dann existiert 3, f (0, 0) fiir jedes v € R2, aber f ist in (0, 0) unstetig.
Beweis: Zum Nachweis der ersten Aussage sei v = (a, b) € R? beliebig vorgegeben. Zur Berechnung von 3, f (0, 0)
verwenden wir die Hilfsfunktion ¢ (t) = (0,0) + tv = (ta, tb). Im Fall a # 0 gilt fiir t # 0 jeweils

(ta)(th)? _ t3ab? _ tab?
(ta)2+(th)6 t2a2+1t6b a2+ t4h6

und diese Gleichung ist auch fiir t = 0 giiltig, da (f o ¢)(0) = f(0,0) = 0 gilt. Wir bilden nun die Ableitung

(feogpl)(t) = f(ta,th)

ab?)-(a®+ t*b®) — (tab?) - (4¢3b° a®b? + t*ab® —4t*ab® a®b? —3t*ab?®
(Fod)(t) = (ab?)-( )—( )-( ) _ _

(a2 + t4b6)2 (a2 + t4b6)2 ((12 + t4b6)2




und erhalten 8,f(0,0) = (f o ¢)(0) = a~'b?. Betrachten wir nun den Fall a = 0. Im Fall b # 0 gilt fiir t # 0 die

Gleichung

0-(th)?
t = 0,th —_

(Fod)) = fOID) = Gros

und ebenso (f o ¢)(0) = f(0,0) = 0. Also gilt in diesem Fall d,f(0,0) = 0. Fiir v = (0, 0) erhalten wir schlief3lich

¢(t) =(0,0) fiir alle t € R, also (f o ¢)(t) = 0 und damit ebenso J,f (0,0) = 0. Damit ist gezeigt, dass J,f (0, 0) fiir

alle v € R? existiert. Zum Nachweis der Unstetigkeit in (0,0) betrachten wir die Folge ((x,, ¥,))qen gegeben durch

(xp, yn) = (%, %), die gegen (0,0) konvergiert. Es gilt

0

NI
=

fOyn) = 1 1 =

Die Folge der Funktionswerte f (x,, y,) konvergiert nicht gegen f(0,0) = 0, also ist f in (0, 0) unstetig.

In vielen Anwendungen werden Funktionen auch mehrfach partiell abgeleitet. Man bezeichnet eine Funktion f :
U — R auf einer offenen Teilmenge U C R" als stetig partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen 7, f

fiir 1 <i <n auf U existieren und stetig sind.

Falls die Funktionen &;f ihrerseits alle partiell differenzierbar sind, spricht man von einer zweifach partiell dif-
ferenzierbaren Funktion. Sind auch die Funktionen J,0;f fiir 1 < i,j < n wieder stetig, nennt man f zweifach
stetig partiell differenzierbar. Auf naheliegende Weise definiert man m-fach (stetig) partiell differenzierbar fiir belie-
bige m > 3. An Stelle von g, ...d; f verwendet man zur Abkiirzung auch die Schreibweise J; ; f fiir die hoheren

partiellen Ableitungen.

Beispiel 6:  Wir betrachten wieder die Funktion f(x,y) = sin(2x)e®’ mit den beiden partiellen Ableitungen
d,f (x,y) = 2cos(2x)e® und 8, f (x, y) = 3sin(2x)e> . Beide sind erneut partiell differenzierbar. Es gilt 8;; f (x, y) =
—4sin(2x)e%, 815 f (x,y) = 851.f (x,y) = 6 cos(2x)e>” und 8,, = 9sin(2x)e®”.

Das letzte Beispiel scheint darauf hinzudeuten, dass partielle Ableitungen miteinander vertauschbar sind, dass also
0f = 0;f fur 1 < i,j < n gilt. Ohne starkere Voraussetzungen an die Funktion f als die zweifache partielle
Differenzierbarkeit braucht dies aber nicht zu gelten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7:  Sei die Funktion f : R? — R definiert durch

By —xy®
fFooy) = { x2+y? fiir (x,y) # (0,0)

0 fiir (x,y) =1(0,0)
Dann gilt 3,51 (0,0) # 85,1 (0,0).

Beweis:  Zunéchst berechnen wir die partiellen Ableitungen &, f und &,f in den Punkten (x,y) # (0,0). Weil die
Funktion in der Umgebung eines solchen Punktes als Quotient zweier Polynome in x und y gegeben ist, konnen

wir hier die gewohnlichen Ableitungsregeln verwenden, um &, f und J,f zu bestimmen, wobei wir jeweils eine der



Unbekannten als variabel und die andere als Konstante betrachten. Wir erhalten so

(Bx%y —y3)-(x®+ y?)—(x3y —xy?)- (2x)
a1f(x;}’) = (x2+y2)2 =

3x*y —x2y® +3x2y3 — y® —2x*y + 2x2y3 xty +4x2y3 —y5
(X2 + y2)2 (X% + y2)2

Mit einer analogen Rechnung bestimmen wir d,f (x, y) fiir (x, y) # (0, 0).

(x® =3xyH)(x* +yH) — (x3y —xy?) - (2y)
azf(X,.)’) = (x2+y2)2 =

x°—=3x3y? +x3y? —3xy*—2x3y? + 2xy* x°—4x3y? —xy*
(x2 + y2)? (x2 + y2)?

Seien die Funktionen ¢, ¢, : R — R? gegeben durch ¢,(t) = (t,0) und ¢,(t) = (0,¢t) fiir alle t € R. Weil die
Funktion f o ¢»; konstant Null ist, gilt 8, f (0,0) = (f o ¢,)'(0) = 0. Ebenso ist f o ¢, konstant Null, und wir erhalten
firr die partielle Ableitung nach y entsprechend 8,1 (0,0) = (f o ¢,)'(0) = 0. Insgesamt gilt also
Xty +4x2y3 —yS
af(xy) = (2 +y2)”
0 fiir (x,y) =(0,0)

fiir (x,y) # (0,0)

und
x° —4x3y2 —xy4

&LF(x,y) = (2 + y2)2
0 fiir (x,y) =(0,0)

fiir (x, y) # (0,0)

Um nun 5 f (0,0) zu bestimmen, betrachten wir die Funktion

__+5
@fogd) = afon = S = -

Wie im Beispiel oben ist darauf zu achten, dass diese Gleichung auch fiir t = 0 giiltig ist. Wir erhalten J,;f(0,0) =
(8.f © ¢,) (0) = —1. Mit Hilfe der Funktion

t5

(Gof o)) = 0&f(t,0) = prili
ergibt sich 9,,1(0,0) = (&,f o ¢,)(0) = 1, insgesamt also ;5 f (0,0) # J,,f (0, 0).

Wir untersuchen nun, welche hinreichende Bedingung es fiir die Vertauschbarkeit der beiden Ableitungen gibt. Dazu
fiihren wir die folgende Notation ein: Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, und sind a,b € V beliebig

vorgegeben, dann bezeichnen wir die Menge
[a,b] = {(Q1—tla+tb | 0<t<1}

als Verbindungsstrecke zwischen a und b. AufRerdem setzen wir Ja, b[ =[a, b]\ {a, b}.



(5.5) Satz (Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen)

Sei U C V eine offene Teilmenge und f : U — R eine reellwertige Funktion. Seien a, b € U zwei
verschiedene Punkte mit [a,b] € U und der Eigenschaft, dass die Richtungsableitung 9, f fiir

v = b—a auf ganz U existiert. Dann gibt es ein p € ]a, b[ mit

f)=f(a) = 38,f(p).

Beweis: Sei ¢ : R — V gegeben durch ¢(t) =(1—t)a+tb=a+t(b—a)=a+tv fir alle t € R. Nach Lemma|(5.2)
gilt 3, f (a+tv) = (f o ¢)'(t) fiir alle t € R mit ¢(t) € U; insbesondere ist f o ¢ in diesen Punkten ¢ differenzierbar.
Nach Voraussetzung gilt ¢(t) € U fiir 0 < ¢t < 1. Weil f und ¢ stetig sind, ist f o ¢ insgesamt also eine auf [0, 1]
definierte und stetige und auf ]0, 1[ differenzierbare Funktion. Nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung in
einer Variablen gibt es also einen Punkt t, € 10, 1[ mit (f 0 ¢ )(1)—(f o p)(0)=(f 0 ) (ty) - (1—0) = (f 0 ) (to).
Definieren wir p = ¢ (t,), dann gilt p € ]a, b[ und

3,f(p) = ofla+ttey) = (fod)(te) = (fod)D)—(fop)0) = f(b)—f(a) O
Fiir unseren Satz liber die Vertauschbarkeit von Richtungsableitungen benétigen wir noch die folgende Hilfsaussage.

(5.6) Lemma SeiU C V offen. Seienv,w € V,undsei f : U — R eine reellwertige Funktion mit
der Eigenschaft, dass die doppelte Richtungsableitung 0,0, f auf ganz U existiert. Sei auferdem

a € U ein Punkt, so dass die Menge
R = {a+tv+tw|t,t’€[0,1]}
vollstédndig in U enthalten ist. Dann gibt es ein p € R mit

fla+tv+w)—fla+v)=fla+w)+f(a) = 0,5,f(p)

Beweis: Im Fall v =0 oder w = 0 ist die Aussage offenbar erfiillt, da in diesem Fall beide Seiten der Gleichung Null
sind. Deshalb kénnen wir von nun an v,w # 0 voraussetzen. Sei 7, : V — V die Translationsabbildung x — x + v.
Damit fiir einen Punkt u die Differenz f(x + v) — f(x) definiert ist, miissen sowohl x als auch 7,(x) in U liegen.
Setzen wir also U, = U N le(U), dann ist durch f,(x) = f(x +v) — f(x) eine Abbildung U, — R definiert. Weil 7,

stetig und U offen ist, handelt es sich auch bei U, um eine offene Teilmenge von U. Fiir jedes x € U, gilt auferdem

awfv(x) = awf (x+ V) - awf(x)

Definieren wir ndmlich Hilfsfunktionen ¢ : ]—¢,e[ >V, t —» x+twund ¢, : ]—¢,e[ = V, t — x + v + tw (wobei

£ € R* so klein gewéhlt ist, dass das Bild des Intervalls in U, liegt), dann gilt

Gufi(x) = (f,o9)(0) und  G,f(x+v)—38,f(x) = (fo¢,)(0)—(f4)(0)



nach Definition der Richtungsableitungen. Diese stimmen iiberein, denn fiir alle t € ]—e, ¢[ gilt
(frod)t) = fle+tw) = fle+v+w)=fle+tw) = (fod,)(t)=(fo¢)(t)

Zu zeigen ist nun f,(a+w)—f,(a) = 9,3, f (p) fiir ein p € R. Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Strecke [a, a+w]
ist in U, enthalten. Denn fiir jedes t € [0, 1] liegen die beiden Punkte a + tw und 7,(a +tw) =a+v+twinRC U,
also liegt a + twin U N T;l(U) = U,. Die Anwendung von Satz auf die Funktion f, liefert nun einen Punkt
p’ €[a,a+ w] mit

fv(a+W)_fv(a) = ava(p/) = awf(p/+v)_awf(p/)'

Nochmalige Anwendung von Satz diesmal auf die Funktion 9,f, liefert einen Punkt p € [p’,p’ + v] mit
3,0,f(p)=20,f(p’+v)—2,f(p’). Ingesamt gilt also 3,3,,f (p) = f,(a + w) — f,(a) wie gewiinscht. O

(5.7) Satz (Satz von Schwarz)

Sei U C V offen und f : U — R eine reellwertige Funktion, und seien 0 # v,w € V derart, dass
die zweifachen Richtungsableitungen 9,3, f und 8,0, f auf U existieren und stetig sind. Dann
gilt 8,0,,f = 8,,0,f auf ganz U.

Beweis: Seia € U vorgegeben, und seien (a,),en Und (8,,),en Folgen positiver reeller Zahlen mit lim,, a, = lim, 8, =
0 und der Eigenschaft, dass der Bereich Q,, = {a +tv+t'w|t €[0,a,],t’ €[0, 5,1} jeweils vollstdndig in U enthal-
ten ist. Nach Lemma [(5.6)| gibt es fiir jedes n € IN jeweils Punkte p,, g, € Q,, mit

anﬁnavawf(pn) = a(anv)a(ﬂnw)f(pn) = f(a + a,v + ﬁnw) —f(Cl + (ZnV) _f(a + ljnw) +f(a)
= a(ﬁnw)a(anv)f(qn) = anﬁnawavf(qn)~

Division durch a,f, liefert die Gleichung 9,9, f (p,) = &,0,f(q,) fir alle n € IN. Weil die Folgen (a,),en und
(B)nen gegen Null konvergieren, gilt lim, p,, = lim,, q, = a. Weil die 8,0, f und J,,0,f stetig sind, folgt schlieRlich
9,0,f (a) = lim, 3,0, f (¢,) = lim, 3,8,.f (p,) = 8,0, f (a). O



§ 6. Totale Differenzierbarkeit und mehrdim. Ableitungsregeln

Inhaltsiibersicht

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der Richtungsableitung nur teilweise das leistet, was man
von der eindimensionalen Differenzierbarkeit her erwartet. Zum Beispiel haben wir gesehen, dass selbst die Existenz
aller Richtungsableitungen in einem Punkt nicht die Stetigkeit der Funktion in diesem Punkt sicherstellt. Die in diesem
Abschnitt eingefiihrte totalen Ableitung weist diese Mangel nicht mehr auf und kann als passendes Analogon zur eindi-
mensionalen Ableitung angesehen werden. Allerdings handelt es sich bei der totalen Ableitung df (a) einer Funktion
f :R" - R™ in einem Punkt a € R" nicht um eine reelle Zahl, sondern um eine lineare Abbildung R" — R™, die
auch in Form einer m x n-Matrix angegeben werden kann.

Neben der Definition kldren wir in diesem Abschnitt auch, in welchem Zusammenhang die die totale Differenzierbarkeit
mit der Existenz der Richtungsableitungen steht. Wie wir sehen werden, konnen die Richtungsableitungen von f auf
einfache Weise aus der totalen Ableitung berechnet werden, denn es gilt d,f (a) = df (a)(v) fir alle v € R". Wie
in der eindimensionalen Analysis existieren auch fiir die mehrdimensionale totale Ableitung Summen-, Produkt- und
Kettenregel.

Wichtige Begriffe und Sditze

o totale Differenzierbarkeit einer Funktion in einem Punkt

e totale Ableitung df (a) einer Funktion f in einem Punkt a

e Zusammenhang df (a) = &, f (a) zwischen totaler Ableitung und Richtungsableitungen
e stetige partielle Differenzierbarkeit = totale Differenzierbarkeit

e mehrdimensionale Summen- und Produktregel

o mehrdimensionale Kettenregel

e Jacobimatrix (synomym: Funktionalmatrix)
in einem Punkt

In der Analysis einer Variablen haben wir gesehen, dass sich die Differenzierbarkeit einer Funktion f : I — R in
einem Punkt a € I dadurch charakterisieren lasst, dass sich f(a + h) fiir kleines h durch eine affin-lineare Funktion

der Form h — f(a)+ f’(a)h approximieren lisst. Dies bedeutet, dass eine Darstellung von f der Form

fla+h) = f(a)+f'(@h+ph)

existiert, mit einer Funktion 1, die fiir h — 0 sehr schnell gegen Null geht. Diese Vorstellung von der Differenzier-

barkeit einer Funktion soll nun auf héherdimensionale Funktionen verallgemeinert werden.



Im gesamten Abschnitt seien V, W jeweils endlich-dimensionale, normierte R-Vektorrdume.

(6.1) Definition Sei U C V offen, a € U und U, = {x € V | a+ x € U}. Auflerdem sei
f : U — W eine Abbildung. Man sagt, die Funktion f ist im Punkt a total differenzierbar,
wenn eine lineare Abbildung ¢ : V — W und eine Funktion v : U, — W existieren, so dass

fla+h)=f(a)+ ¢(h)+(h) fir alle h € U, und auBerdem hlir(r)l W =0y

erfiillt ist. Man nennt ¢ dann die Ableitung von f an der Stelle a und bezeichnet sie mit d f (a).

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist die Ableitung also keine reelle Zahl mehr, sondern eine lineare Abbildung,
genauer ein Element des R-Vektorraums Homp (V, W) der linearen Abbildungen von V nach W. Haufig wird der
Zusatz ,total“ auch weggelassen; wenn im Mehrdimensionalen von einer differenzierbaren Funktion gesprochen

wird, dann ist immer totale Differenzierbarkeit gemeint.

Veranschaulichung der totalen Ableitung einer Funktion f auf R2. Die blaue Fliche stellt die affin-lineare Niherung

fla+h)=Ff (p) +df (a)(h) dar, die der Ableitung der Funktion in einem Punkt a € IR? entspricht.

(6.2) Proposition Sei f : U — W eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C V, und

a € U ein beliebiger Punkt. Ist f in a differenzierbar, dann ist f auch in a stetig.

Beweis: Sei f(a+h) = f(a)+ df(a)(h) + 1 (h) eine Darstellung von f wie in der Definition der Differenzierbar-

keit angegeben. Als lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum ist df (a) stetig, und wegen

hlil‘él Y (h)/||h|| = Oy, gilt auch hlirgl 4 (h) = 0. Es folgt

limf(a+h) = f(a)+ limdf(a)(h)+ lim () = fla)+df(a)(Oy) = f(a). O



(6.3) Proposition Wir betrachten den Spezialfall, dass W = R™ fiir ein m € IN gilt. Sei U C V
offen und a € U. Eine Abbildung f : U — W ist genau dann in a differenzierbar, wenn die
Komponentenfunktionen f; : U — R in a differenzierbar sind, fiir 1 < i < m. Die Komponenten-
funktionen der Ableitung df (a) sind dann die Ableitungen df;(a), ..., df,,(a).

Beweis: Sei ¢ € Homp(V,R™) eine lineare Abbildung, und seien ¢; € Homp(V, R) ihre Komponentenfunktionen,
fiir 1 < i < m. Definieren wir die Abbildung v : U, » R™ auf U, = {x € V | a + x € U} durch ¢»(h) = f(a + h) —
f(a) — ¢(h), dann sind die Komponentenfunktionen von 1 durch y;(h) = fi(a + h) — f;(a) — ¢;(h) gegeben, fiir

1<i<m.Ist (h™), o eine Folge in U,, die gegen 0, konvergiert, so gilt nach Satz|(1.16)|die Aquivalenz
W(h) _ i Wih™)

wee RO R T S o]

=0 fir 1<i<m.
Also ist hlir(r)l Y (h)/||h]| = Ogm dquivalent zu hlil%l Y;(h)/||h|=0fiir1 <i<m.

»,= Sei f in a differenzierbar. Dann setzen wir ¢ = df (a) und definieren ¢ : U, — R™ in Abhéngigkeit von ¢ wie
oben angegeben. Auf Grund der Differenzierbarkeit gilt lim_,q, 1 (h)/||h|| = O, und es folgt lim;,_,o, ¥;(h)/|lhl| =0
fiir 1 <i < m. Dies zusammen mit der Gleichung f;(a +h) = f;(a) + ¢;(h) + ¢;(h) fir h € U, zeigt, dass f; im Punkt

a differenzierbar ist, und dass die Komponentenfunktion ¢; jeweils die Ableitung von f; im Punkt a ist.

»&" Sei f; in a differenzierbar, ¢; = df;(a) fiir 1 <i < m, und sei ¢ € Homp(V, R™) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung mit den Komponentenfunktionen ¢; € Homp (V, R). Wiederum sei die Abbildung 1 in Abhéngigkeit von ¢
wie oben definiert. Aus der Differenzierbarkeit der Funktionen f; folgt jeweils lim,_,,, ¢;(h)/||h|| =0, fir 1 <i <m.

Nach unserer Voriiberlegung bedeutet dies limy,_,o, ¥(h)/||h|| = Og~. Also ist f im Punkt a differenzierbar, und es
gilt ¢ =df (a). O

(6.4) Proposition Sei U C V offen, f : U — R eine reellwertige Funktion, und a € U. Ist f

im Punkt a differenzierbar, dann existiert fiir jedes v € V die Richtungsableitung 3, f (a), und es

gilt 3,f (a) = df (a)(v).
Beweis: Nach Definition gibt es auf U, = {x € V | a + x € U} eine Abbildung ¢ : U, — R mit
fla+h) = fla)+df(a)(h)+y(h) furalle heU, und }llirr(l)w,b(h)/llhll =0.

Weil die Gleichung auch fiir h = 0 erfiillt ist, muss ¢(0) = 0 gelten. Sei ¢ : R — V gegeben durch ¢(t) =a + tv fiir
alle t € R und ¢ € R* hinreichend klein gewihlt, so dass ¢(]—e,e[) C U erfiillt ist. Nach Definition gilt 2, f (a) =
(f 0 ¢)(0). Zu zeigen ist also die Gleichung (f o ¢)'(0) = df (a)(v). Fiir alle t € R mit [t] < ¢ gilt

(feg)t) = fla+tv) = fla)+df(a)(ev)+y(tv) = fla)+tdf(a)(v)+y(tv).
Nach Definition der Ableitung in einer Variablen gilt (f o ¢)'(0) = 1133 h(t), wobei h(t) fir 0 < |t| < & durch
(f 2 9)(&)—(f 2 ¢)(0) fla+tv)—f(a)

RO = : = [exof@ g+ U

definiert ist. Betrachten wir nun zunéichst den Fall v = 0. Wegen 4(0) = 0 gilt hier h(t) =0 fiir alle t mit 0 < [t| < ¢
und somit (f 0¢)'(0) = 0 = df (a)(0). Im Fall v # 0 betrachten wir eine Folge (t,,),e mitlim, t, =0und0 < |t,| < &



fiir alle n € IN. Dann konvergiert die Folge (t,,v),en in V gegen Null. Auf Grund der Voraussetzung Flll_l‘)r(l) Y(h)/||h]|=0

gilt
i g P W) )
oo |t n=oo |ty [[[v]l n=oo ||t vl
und folglich (f 0 $)'(0) = lim h(t,) = df (a)(v)+ lim 4 (t,)/t, = df (a)(v). 0

(6.5) Folgerung Ist U €V offen,a € U und f : U — R in a differenzierbar, dann gilt
Opiwf(@)=20,f(a)+0,f(a) fir alle v,we V.

Beweis: Seien v,w € V. Durch Proposition |(6.4)|ist sichergestellt, dass die drei angegebenen Richtungsableitungen
existieren. Weil df (a) : V — R eine lineare Abbildung ist, gilt auerdem

Omfla) = df(aiv+w) = df(@()+df(a)w) = 6,f(a)+0,f(a) O

(6.6) Definition Seien m,n € IN, U € R" offen, a € U und f : U — R™ eine in a differenzier-

bare Abbildung, mit Komponentenfunktionen f, ..., f,,,. Dann nennt man

o fila) ... 3G,fi(a)
Jac(f)(a) = : : € Mmxnr
a1fm(a) 000 anfm(a)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle a.

Wir werden in Kiirze ein Kriterium kennenlernen, mit dem die Differenzierbarkeit einer Funktion in vielen Fillen
leicht zu erkennen ist. Dieses Kriterium wird unter anderem zeigen, dass alle Abbildungen, die durch Polynomaus-

driicke in den Variablen dargestellt werden konnen, differenzierbar sind, beispielsweise die Abbildungen
f:R*>R, (x,y)—2x>+7y>+5y und g:RP->R?, (x,y,2) = (Bx>—5y +z,2* + xy).

Fiir jedes (x,y) € R? ist Jac(f)(x,y) € My gegeben durch (4x 14y +5). Die Jacobi-Matrizen der Funktion g
sind gegeben durch

6x -5 1

Jac(g)(x,y,2) = (y e

) € Mysr  fir (x,y,2) R’

(6.7) Proposition Seien die Bezeichnungen wie in Definition gewahlt, und sei J =
Jac(f)(a). Dann gilt df (a)(v) = J - v fiir alle v € R", wobei der Ausdruck J - v das Matrix-
Vektor-Produkt zwischen der Matrix J € 4., g und dem Vektor v € R" bezeichnet. Die Matrix
J ist also die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung df(a) : R™ — R™ beziiglich der Ein-

heitsbasen.



Beweis: Fiir 1 <i < m seien df(a); und (¢;); jeweils die i-te Komponentenfunktion linearen Abbildungen df (a)
und ¢, : R" - R™, v — J - v. Nach Proposition [(6.3)] gilt jeweils df (a); = df;(a). Es geniigt also, (¢,); = df;(a)
fiir 1 <i < m zu beweisen. Auf Grund der Linearitit der beiden Abbildungen geniigt es wiederum, die Gleichungen
dfi(a)(e;) = (¢,)i(e;) fir 1 <i < mund 1 < j < n zu tiberpriifen, wobei ey, ...,e, die Einheitsvektoren von R"
bezeichnen. Fiir i € {1,...,m} ist die Abbildung (¢,); gegeben durch das Matrix-Vektor-Produkt mit der einzeiligen
Matrix

(61fi(a) - 3,fi(a)) € Miypr-

Durch Einsetzen des j-ten Einheitsvektors wird der j-te Eintrag ausgewdhlt, es gilt also (¢,);(e;) = J;f;(a) fir 1 <
Jj < n. Aus Proposition |(6.4)|folgt andererseits auch df;(a)(e;) = aej fila) = 9;fi(a). O

Um die Notation moéglichst einfach zu halten, schreiben wir in Zukunft fiir die Jacobi-Matrix ebenfalls df (a) statt
Jac(f)(a). Fiir jede Funktion f : U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R", jeden Punkt a € U und jedes
v € R" gilt also df (a)(v) = df (a)-v wobei auf der linken Seite der Gleichung d f (a) als lineare Abbildung R" — R™
interpretiert wird, wéhrend auf der rechten Seite das Matrix-Vektor-Produkt von df (a) € A ,x, g und v € R" gemeint

ist.

Nachdem wir nun einen Weg gefunden haben, die totale Ableitung einer Abbildung explizit anzugeben, soll hier noch
einmal die Definition der totalen Differenzierbarkeit an einem konkreten Beispiel illustriert werden. Sei die Funktion
f : R? - R gegeben durch f(x,y) = x2 + y2. Dann gilt 3, f (x,y) = 2x und 8,f(x,y) = 2y. Im Falle der totalen
Differenzierbarkeit muss also d f (x, y) = (2x 2y) gelten. Ist f insbesondere an der Stelle (3,4) total differenzierbar,
dann gilt df (3,4) = (6 8), und der Fehlerterm v (h, h,) ist gegeben durch

by
W) = FG+h,4+h)—f3,4)—(6 @(h) =

2
(3+h;)?>+(4+hy)*>—32—4%>—6h, —8h, =
9+6h, +h2+16+8hy +h;—9—16—6h, —8h, = hj+h3.

Fiir jedes h = (hy,h,) € R? gilt

Y (h) hi+h; hi h3

= = + <
1Al oo max{|h,|, |h[} max{|h, |, [hy|} ~ max{|hy], |hy|}

lhil+1hy| = lklly

und somit }lil’l‘(l)l,b(h)/ Al = }llirr(l) |lh]l; = 0. Wir haben also direkt anhand der Definition tberpriift, dass unsere
Funktion f an der Stelle (3,4) total differenzierbar ist. Andererseits wird anhand des nun folgenden hinreichendes

Kriteriums sofort klar werden, dass f in jedem Punkt seines Definitionsbereichs R? total differenzierbar ist.

(6.8) Satz Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion, und sei a € U ein Punkt, in dem die partiellen Ableitungen 0, f stetig sind, fiir 1 <i <

n. Dann ist f in a differenzierbar.



Beweis: Sei ¢ € R* hinreichend klein gewihlt, so dass der offene Ball B,(a) beziiglich der Maximums-Norm || - || o

in U enthalten ist. Jedem Vektor v € B,(Og»), v = (v4, ..., v,) ordnen wir durch

k
ZP0) = a +Zviei fir 0<k<n
i=1

insgesamt n+1 Punkte z¥)(v) € B, (a) zu, wobei ey, ..., e, wie immer die Einheitsvektoren bezeichnen und z®(v) = a,
z™W(v) = a + v gilt. Weil B,(a) als offener Ball konvex ist, liegen alle Verbindungsstrecken [z~ D(v), 2 (v)] mit
1 < k < n jeweils in B.(a). Nach dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen, Satz gibtes fiir 1 <k <nim
Fall v, # 0 jeweils ein y®©(v) € [z, D (), 20 (v)] mit

FEREN-FEEIB) = B, fGRO) = wafP).

Im Fall v, = 0 ist die Gleichung mit y®(v) = 2&"D(v) = 2(K(v) ebenfalls erfiillt. Definieren wir nun eine lineare
Abbildung ¢ : R" — R und eine weitere Abbildung v : B,(Or.) — R durch

n

pM =D waf@ ud PO =D WG fGPO)-af(@)

k=1 k=1
dann erhalten wir

fla+v) = fEOO) = FEOON+D(FEREN-FEEDEY)) =

k=1
F@+Y v fOPm) = f@+ ) waf@+yp0) = fla)+oO)+p).
k=1 k=1

Betrachten wir nun den Grenziibergang ll_r)r(l) Y (v)/||V|l oo - Wenn v beziiglich || || .. gegen Null konvergiert, dann laufen
sowohl die Punkte z)(v) fiir 0 < k < n als auch die Punkte y®(v) fiir 0 < k < n gegen a. Auf Grund der Stetigkeit
der partiellen Ableitungen 8, f im Punkt a konvergieren damit die Differenzen 3, f (y*(v)) — 8,.f (a) gegen Null.
Dariiber hinaus ist v;/||v||co durch 1 nach oben beschrinkt. Insgesamt erhalten wir also lim,_, Y (v)/||v]lcc = O.

Folglich ist f im Punkt a differenzierbar, und es gilt df (a) = ¢. |

Wir untersuchen die bisherigen Beispiele auf totale Differenzierbarkeit.

(i) Die Funktionen f : R? —» R, (x,y) — 2x2+7y?+5y und g : R? = R, (x,y) — sin(2x)e>” sind in allen

Punkten ihres Definitionsbereichs differenzierbar, weil ihre partiellen Ableitungen alle auf ganz R? stetig sind.
(i) Die Funktion aus Beispiel 4 in § 12 ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar, weil die Gleichung
avf(o: O) + awf(o: O) = av+wf (0’ O)

fiir v = e; und w = e, nicht gilt. Bei einer differenzierbaren Funktion wire die Gleichung nach Folgerung|(6.5)
erfiillt.

(iii) Die Funktion f aus Beispiel 5 in § 12 ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar, weil sie dort nicht einmal stetig

ist, vgl. Proposition [(6.2)

Ist eine Funktion auf ihrem Definitionsbereich also stetig partiell differenzierbar, dann ist sie auch (total) differen-

zierbar. Aus der Differenzierbarkeit wiederum folgen sowohl partielle Differenzierbarkeit als auch Stetigkeit.



Fiir die totale Ableitung gelten wie im eindimensionalen Fall eine Reihe von Ableitungsregeln. Bevor wir diese bewei-
sen, bemerken wir zur Vorbereitung, dass der Fehlerterm v in der Definition der Differenzierbarkeit stets in der Form
4 (h) = |||, (h) schreiben l4sst, mit einer Funktion v, : U, — W, die ¢/(0,) = 0y, erfiillt und stetig im Nullpunkt
ist, namlich indem man );(0,) = 0y, und ,(h) = ||h||"*+p(h) fiir h # 0, definiert. Ist umgekehrt v, : U, - W
eine solche Funktion, dann erfiillt die Funktion ¢ : U — W gegeben durch v(h) = ||h||4; (h) offenbar die Bedingung
limy,_,q ||h]| Y4 (k) = 0y,. Wir kénnen die Differenzierbarkeit einer Funktion f wie in Definition im Punkt a also
auch folgendermafen formulieren: Es gibt ein ¢p € Homp (V, W) und eine Funktion 1), : U, — V, stetig im Nullpunkt
mit v, (0,) = 0y, so dass

fla+h) = f(a)+¢(h)+|hlly,(h)

fiir alle h € U, erfiillt ist. Mit dieser Formulierung l&sst sich in den nachfolgenden Beweisen bequemer arbeiten.

(6.9) Satz (Summenregel)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — W zwei Abbildungen, die beide in a € U diffe-
renzierbar sind. Dann sind auch f + g und Af fiir alle A € R im Punkt a differenzierbar, und es
gilt

d(f +g)(a)=df(a)+dg(a) und d(Af)(a)=Adf(a).

Beweis: Nach Definition der Differenzierbarkeit im Punkt a bzw. der soeben eingefiihrten Umformulierung konnen

wir beide Funktionen in der Form
fla+h) = f(a) + df(a)h) + |lhlle,(h)
gla+h) = gla) + dg(a)(h) + [hllY;(h)

darstellen, wobei die Funktionen ¢4, : U, — W definiert auf U, = {h € V | a + h € U} beide stetig in 0, sind und
p1(0y) =,(0y) = 0, erfiillen. Es folgt

(f +&)a+h) = (f+g)a)+(df(a)+dg(a))(h)+Ihll(er +v1)(h)

fiir alle h € U,. Dabei ist df (a) + dg(a) € Homp (V, W), und die Funktion ¢, +1); ist stetig im Nullpunkt und erfiillt
(p1+41)(0,) = 0y. Also ist f + g in a differenzierbar, und es gilt d(f + g)(a) = df (a) + dg(a). Ebenso erhalten wir
(Af)a+h) = (Af)(a) + (Adf (a))(h) + ||h]|(Ap1)(R), wobei auch Ay, stetig im Nullpunkt ist und (A¢;)(0y) = Oy
erfiillt. Dies zeigt, dass auch Af in a differerenzierbar ist, mit der Ableitung d(Af)(a) = Adf (a) im Punkt a. O

(6.10) Satz (Produktregel)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — R beide in a differenzierbar. Dann ist auch die

Funktion f g in a differenzierbar, und es gilt

d(fg)a) = f(a)dg(a)+g(a)df(a).



Beweis: Wieder verwenden wir die Differenzierbarkeit der Funktionen f und g im Punkt a, um die Funktionen in

der oben angegebene Form darzustellen, also durch

fla+h) = f(a) + df(a)(h) + [hllei(h)
gla+h) = gla) + dg(@)(h) + [hllyi(h)

mit Funktionen (4,1, die im Nullpunkt stetig sind und ¢;(0,) = v;(0) = 0 erfiillen. Durch Multiplikation dieser

beiden Gleichungen erhalten wir
(fg)a+h)=(fg)a)+ f(a)dg(a)(h) + g(a)df(a)(h) + p(h) (6.11)
mit dem Restterm

p(h) = df(a)(h)dg(a)(h) + g(a)llhllpi(h) + f(a)llhllyy(h) +
dg(@)(Whllpy(h) + df (@MIRllp1(R) + [1k]P¢; (h); ().

Jeder der sechs Summanden des Restterms lauft fiir h — 0, auch nach Division durch ||h|| noch gegen Null. Fiir
die hinteren fiinf Summanden ist dies klar auf Grund der Stetigkeit von ¢,(h) und 1;(h) im Nullpunkt und wegen
der Stetigkeit von linearen Abbildungen auf endlich-dimensionalen R-Vektorraumen. Fiir den ersten Summanden
ist zu beachten, dass die linearen Abbildungen df (a) und dg(a) fiir alle h € V die Ungleichungen ||df (a)(h)| <
[ldf (a)|l - |Ik]| und ||dg(a)(R)|| < ||dg(a)ll- ||h|| erfiillen, wobei ||df (a)|| und ||dg(a)|| die Operatornormen von d f (a)
und d g(a) beziiglich der Normen auf V und W bezeichnen. Es folgt

ldf (@mdg@®Il < lldf (@lllldg(a)lllial*.

Der Term rechts konvergiert fiir h — 0, auch nach Division durch [|h|| noch gegen 0, also gilt dasselbe fiir den

Ausdruck ||df (a)(h)dg(a)(h)||. Damit ist insgesamt nachgewiesen, dass f g in a differenzierbar ist und d(f g)(a) =
f(a)dg(a)+ g(a)df(a) gilt. O

(6.12) Folgerung Sei U CV offen, f : U > R, n € IN und g(x) = f(x)" fiir alle x € U. Ist f

in einem Punkt a € U differenzierbar, dann auch g, und es gilt

dg(a) = nf(a)""'df(a).

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion {iber n, wobei fiir n = 1 nichts zu zeigen ist. Setzen wir
die Aussage nun fiir n voraus. Es sei g(x) = f (x)"*! und h(x) = f (x)" fiir alle x € U. Nach Induktionsvoraussetzung

ist h in a differenzierbar, mit dh(a) = nf (a)*'df (a). Durch Anwendung der Produktregel erhalten wir

dgl@) = d(fh)(@) = f(a)dh(@)+h@df(a) = nf(a)'df(a)+f(a)"df(a)
= (n+ Df(@)"df(a). 0



Als Beispiel betrachten wir die Funktion f : R® — R gegeben durch (x, y,z) — x+y+z. Dannistdf (x,y,z) = (111)

fiir alle (x, y,z) € R?, und wir erhalten fiir beliebiges v € R3, v = (v, v, v3)

V1
df(X,%Z)(V) = (1 1 1) Vo = V1+V2+V3

V3

fiir alle (x, y,z) € R%. Seinun g : R®> — R gegeben durch g(x, y,z) = f (x, y,2)® = (x+y+z)°. Dann gilt dg(x, y,2z) =
3f(x,y,2)%df (x,y,z) und somit

V1
dg(x,y,z)(v) = 3(x+y+z)2(1 1 1) vy = 3(x+y+2)>(v;+vy+vs3).

V3

Auch die folgende Ableitungsregel lasst sich ohne Schwierigkeiten auf den mehrdimensionalen Fall {ibertragen.

(6.13) Satz (Kettenregel)

Seien X,Y, Z endlich-dimensionale normierte IR-Vektorrdume und U C X, V C Y offene Teil-
mengen. Seien f : U — Y und g : V — Z Abbildungen mit f(U) € V. Ferner sei a € U ein
Punkt mit der Eigenschaft, dass f in a und g in f (a) differenzierbar ist. Dann ist die Abbildung

gof :U — Z in a differenzierbar, und es gilt

d(gof)a) = dg(f(a))edf(a).

Beweis: Seib=f(a),U,={heX|a+heU}undVy,={ke€Y |b+k eV} Wie beim Beweis der vorhergehenden

beiden Regeln schreiben wir die Funktionen in der Form
fla+h) = fla + df(a() + |hlly.(h)

gb+k) = gb) + dgb)k) + lkllei(k) ,
wobei ¢, : U, = Y und @, : V — Z stetig im Nullpunkt sind und v, (0x) = Oy, ¢©,(0y) = 0, erfiillen. Sei nun h € U,
vorgegeben. Setzen wir zur Abkiirzung k = df (a)(h) + ||h||3;(h), dann erhalten wir

(gof)a+h) = g(f(@+k) = g(f(a))+dg(f(a)(k)+Ilklle:(k).
Der zweite Summand lautet in ausgeschriebener Form
dg(f(a)(k) = dg(f(a)df(a)(h)+Ihlly,(R) = (dg(f(a))edf(a))(h)+dg(f(a)llhlly,(h).
Setzen wir p;(h) = dg(f (a))llhllv(h), dann lauft dieser Term fiir h — Ox wegen [|p1(R)[| < [|dg(f (a)IllAllllp, (R)I]

auch nach Division durch ||h|| noch gegen 0. Den dritten Summanden von oben schétzen wir ab durch
Ikl -l (Il = [ldf (@) + lI”llp (W le (I = lldf (@B -l (Kl + (IRl - 191 (I - [l (K]
< ldf @Il Al e G + [1RI- llvp o (Rl (R



Fiir h — 0y lauft k = df (a)(h) + ||h||3p;(h) auf Grund der Stetigkeit der linearen Abbildung df (a) gegen 0y, und
weil @, in Oy stetig ist, lauft ||¢,(k)|| gegen 0,. Damit ist gezeigt, dass der Ausdruck ||df (a)l| - [|Al] - |1 (FOIl + ||A]l -
[[vp1 (M) - [l (k)| auch nach Division durch ||k fiir h — Oy gegen Null l4uft, und somit gilt dasselbe auch fiir den
dritten Summanden ||k||¢;(k) von oben. Insgesamt haben wir damit nachgewiesen, dass g o f dargestellt werden

kann in der Form

(gof)a+h) = (gof)a)+(dg(f(a))eodf(a))(h)+Ilkllei(k)+dg(f(a)lhlly.(h) ,

wobei die hinteren beiden Terme auch nach Division durch ||k|| noch gegen null laufen. Also ist g o f in a differen-

zierbar, und die Ableitung von g o f an der Stelle h ist gegeben durch dg(f (a)) o df (a) O

Ist insbesondere X = R?, Y = R" und Z = R™ mit m,n,p € IN, dann kénnen wir nach Proposition die
Ableitung df (a) im Punkt a als n x p-Matrix und dg(f(a)) als m x n-Matrix auffassen. Die Matrix d(g o f)(a) =
dg(f(a))odf(a) € My, ist dann einfach gegeben durch das Matrixprodukt von dg(f(a)) und df(a), denn
wie wir aus der Linearen Algebra wissen, entspricht die Komposition zweier linearer Abbildungen dem Produkt der

Darstellungsmatrizen.

Sei f :R®* > R, (x,y,2) = (x+y+2z)und g : R = R, 2z — 2°. Dann sind die Funktionalmatrizen von f und g in

jedem Punkt des Definitionsbereichs gegeben durch

df(x,y,2)= (1 1 1) und dg(z) = (322).

Die Anwendung der Kettenregel liefert

d(gof)(x,y,2) = dg(f(x,y,2))edf(x,y,z2) = dgx+y+z)odf(x,y,z) =
(3(x +y +z)2)(1 1 1) = (3(x +y+2)? 3(x+y+2)? 3(x+y +z)2).
Fiir alle v = (v, v, v3) € R3 gilt also d(g o f)(x,y,2)(v) = 3(x + ¥ +2)*(v; + v5 + v3).

Als weiteres Anwendungsbeispiel seien m,n € IN vorgegeben und f, ..., f,, : R — R differenzierbare Funktionen.
Aullerdem sei F : R™ — R" in jedem Punkt des Definitionsbereichs differenzierbar. Betrachten wir die f; als Kom-
ponenten einer Funktion f : R — R™, dann ist die Ableitung im Punkt x € R nach Proposition |(6.3)| gegeben
durch
f1(x)
df(x) =
fn ()



Auf Grund der Kettenregel git fiir die Ableitung von F o f : R — R" im Punkt x die Gleichung

F(f(x)) -+ GuFi(f()) ) [ f1(x)
d(Fof)(x) = dF(f(x))edf(x) = : : :
F(f(x)) -+ GuF(f(x))) \ £, (x)

D 3 F(f ) (x)

j=1

D GF(F (S (x)
j=1

Ist speziell n = 1 und F(xq,...,Xp,) = F1(X1,..., X)) = X1 + ... + X, dann ist (F o f)(x) = f1(x) + ... + f,,(x). Die
Eintrdge in der Funktionalmatrix von F sind dann alle gleich 1, und somit gilt d(F o f)(x) = df;(x) + ... + d f,,,(x).

Seinun n = 1, m = 2 und F(xy,x,) = x1X,. Dann gilt (F o f)(x) = f;(x)fy(x). Die Funktionalmatrix von F ist
gegeben durch
dF(xy,x3) = (xz xl) )

und es gilt

fi(x)

f’(x)) = (fz(x)flf(x)+f1(x)f2/(x))_
2

dFof)(x) = (fx) fl(x))(

Dies ist die gewthnliche Produktregel fiir reellwertige Funktionen in einer Variablen.



§ 7. Lokale Umkehrbarkeit und implizit definierte Funktionen

Inhaltsiibersicht

Seien V, W normierte R-Vektorrdume derselben endlichen Dimension und U C V eine offene Teilmenge. Eine Abbil-
dung f : U — W wird als lokal umkehrbar an einer Stelle a bezeichnet, wenn f eine offene Umgebung U C U
von a bijektiv auf eine offene Umgebung W € W von b = f(a) abbildet. Wir werden sehen, dass dies fiir eine stetig
differenzierbare Abbildung der Fall ist, wenn es sich bei der Ableitung d f (a) um eine invertierbare lineare Abbildung
V — W handelt. Die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion g : W — U lsst sich dadurch interpretieren, dass die
Gleichung f (x) = y fiir jedes x € U durch x = g() nach x aufgelést werden kann. Daran erkennt man die Wichtigkeit
des Kriteriums, denn die Losbarkeit von Gleichungen kann als eines der Grundprobleme der Mathematik angesehen
werden.

Man sagt, eine Funktion f : D — R mit D € R wird implizit durch eine Gleichung g(x,y) = 0 definiert, wenn
g(x, f(x)) =0 fiir alle x € D eriillt ist. Mit Hilfe der lokalen Umkehrbarkeit werden wir ein Kriterium herleiten, dass
angibt, wann eine Gleichung gegeben durch eine Funktion g : R? — R in der Umgebung eines Punktes (a, b) implizit
eine Funktion definiert. Natiirlich lassen sich nicht nur ein-, sondern auch héherdimensionale Funktionen implizit
definieren. Héufig sind Funktionen in physikalischen Anwendungen implizit definiert, z.B. wenn die Bahnkurven von
Objekten durch Erhaltungsgrof3en wie Energie, Impuls oder Drehimpuls festgelegt sind.

Wichtige Begriffe und Sditze

e ¢1-Abbildung und ¢!-Diffeomorphismus
e implizit definierte Funktion

e  Umkehrregel

e Schrankensatz

e Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit

e  Satz {iber implizit definierte Funktionen

In § 6 haben wir die aus der Analysis einer Variablen bekannten Ableitungsregeln auf mehrdimensionale Funktionen

iibertragen, mit einer Ausnahme: der Umkehrregel. Das holen wir nun als erstes nach.

(7.1) Lemma Sei U C R" offen und f : U — R™ eine in a € U differenzierbare Abbildung.
Dann gibt es eine offene Umgebung U’ € R" von Op. und eine in Og. stetige Abbildungen
¢ : U — ZL(R",R™) mit ¢(0g.) = df (a) und

fla+h) = f(a)+¢(h)(h) fiiralle heU'.

Beweis:  Auf Grund der Differenzierbarkeit von f in a gibt es eine Umgebung U’ von Op. und eine Funktion 1) :
U’ - R™ mit
()

h=0 [|h|l

fla+h) = f(a)+df(a)(h)+v(h)  und 0,



wobei || - ||, die euklidische Norm bezeichnet. Wir setzen die gesuchte Abbildung ¢ in der Form ¢ (h) = df (a)+ o(h)
an, wobei p : U’ — Z(R",R™) so gewéihlt werden muss, dass p(h)(h) = 1 /(h) fiir alle h € U’. Betrachten wir p(h)
jeweils als Matrix, und bezeichnen wir deren Einhtréige mit r;;(h) fiir 1 <i <mund 1 < j < n, dann miissen also die

Gleichungen
n

Z rij(Mh; = i(h) fir 1<i<m erfillt sein,
j=1
wobei 11, ..., : U' — R die Komponentenfunktionen von v bezeichnen. Dies gelingt offenbar, indem wir r,;(h) =

Yi(h)
lInll3

h; fiir h # Og. definieren und r;;(Og.) = O setzen, denn dann gilt fiir die Elemente h ungleich null jeweils

n (h
Sk = Z‘plhuzf = w()Z R

=1

Fiir h — Og. konvergieren die Eintrége der Matrix (r;;(h)) gegen Null, auf Grund der angegebenen Eigenschaft der

Funktion 1) und der Ungleichungen |h;| < ||hl|, fiir 1 < j < n. Die Funktion g ist also im Nullpunkt stetig. O

In der folgenden Fassung der Umkehrregel ist die Formulierung der Voraussetzungen noch etwas sperrig. Sobald wir

den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit bewiesen haben, werden wir dieses Problem beheben kénnen.

(7.2) Proposition Sei U € R" offen und f : U — R" eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass
auch V = f(U) offen in R" ist und eine Umkehrabbildung g : V — R" von f existiert. Sei f in
a € U differenzierbar, und es gelte detd f (a) # 0. Schlief8lich setzen wir noch voraus, dass g in

b = f(a) stetig ist. Dann ist g in b differenzierbar, und es gilt dg(b) = df(a)'.

Beweis: Durch Anwendung der Kettenregel kann der Beweis auf a = b = Oy, zuriickgefiihrt werden. Auf Grund
des Lemmas existiert dann eine offene Umgebung U’ von Op. und eine Abbildung ¢ : U’ — Z(R", R") mit f (h) =
¢ (h)(h) fiir alle h € U’ und }lgr(l) ¢(h) =df (Opn). Wegen detd f (Og.) # 0 konnen wir nach eventueller Verkleinerung
von U’ voraussetzen, dass det ¢ (h) # O fiir alle h € U’ gilt. Also ist die lineare Abbildung ¢ (h) fiir alle h € U’ inver-
tierbar. Die grundlegende Idee besteht nun darin, fiir die Umkehrabbildung g dieselben Verhaltnisse nachzuweisen,

wobei lediglich an die Stelle der linearen Abbildung d f (Og.) deren Inverse d f (Og.) ™! tritt.

In der Linearen Algebra haben wir gezeigt, dass die Inverse A~! einer invertierbaren Matrix in der Form det(A)'A
dargestellt werden kann, wobei A die zu A adjunkte Matrix bezeichnet. Die Eintréige von A sind dabei Determinanten
gewisser Teilmatrizen von A. Stellen wir nun ¢ (h) und ¢(h)™! als Matrizen dar, dann sind die Komponenten von
¢(h)™! als Polynomausdriicke in den Komponenten von ¢ (h), dividiert durch det ¢ (h), darstellbar. Dies zeigt, dass
mit ¢ auch die Funktion h — ¢(h)~! im Nullpunkt stetig ist. Es gilt also }llgr(l) dp(M)t=df (Og.) L.

Seinun V' = f(U’), auRerdem k € V’ beliebig und h = g(k) € U’. Dann gilt k = f (h) = ¢ (h)(h), und die Anwendung
von ¢ (h)™! auf beide Seiten der Gleichung liefert ¢ (h)~!(k) = h, insgesamt also

gk) = h = oM7) = ¢(gk) (k).
Setzen wir nun p(k) = ¢(g(k))™ —df (Og.)"* und v(k) = p(k)(k) fiir alle k € V', dann erhalten wir jeweils

gk) = dfOp)'(K)+p(k)(k) = df(0r)7" (k) + (k).



Daran lsst sich nun ablesen, dass g im Nullpunkt differenzier ist und dg(Og.) = df (Og.) ! gilt. Lassen wir nidmlich
k gegen Op. laufen, dann lauft g(k) auf Grund der Stetigkeit im Nullpunkt ebenfalls gegen Op., woraus wiederum
]lgl(l) ¢ (g(k))™ = df(Og.)"" folgt, wegen der Stetigkeit von ¢ im Nullpunkt. Daraus folgt ]1(1_1‘)1(1) p (k) = 04 gn gy, und
weiter W) ‘ .

i = meo(gg) = o
denn der Quotient k/||k|| ist fiir k — Op. beschrankt. Damit ist die Differenzierbarkeit von g im Nullpunkt und der

Wert der Ableitung nachgewiesen. |

Wenden wir uns nun dem Konzept der lokalen Umkehrbarkeit zu. Bekanntlich ist die Funktion f : R — R, x — x?

nicht injektiv und besitzt demzufolge auch keine Umkehrfunktion. Schrankt man f aber auf die Teilmenge R* der
positiven Zahlen oder auf die negativen Zahlen ein, so erhilt man eine Bijektion auf das jeweilige Bild, deren Um-
kehrfunktion durch y — ,/y bzw. y — —,/y gegeben ist. Es fillt auf, dass eine Umkehrfunktion immer dann existiert,
wenn die einzige Nullstelle der Ableitung f’(x) = 2x, die Null, nicht im Definitionsbereich enthalten ist. Eines unserer

Ziele in diesem Abschnitt besteht darin, diese Beobachtung auf mehrdimensionale Funktionen zu verallgemeinern.

Wie in den vorherigen Kapiteln bezeichnen V und W stets endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume.

(7.3) Definition Sei U C V eine offene Teilmenge. Eine stetig (total) differenzierbare Ab-
bildung f : U — W wird auch %'-Abbildung genannt. Ist f eine Bijektion auf eine offene
Teilmenge W C W, und ist die Umkehrabbildung f~! : W — U ebenfalls eine ¢'-Abbildung,

dann spricht man von einem %'-Diffeomorphismus zwischen U und W.
Der folgende Satz wird fiir die weiteren Beweise eine wichtige Rolle spielen.

(7.4) Satz (Schrankensatz)

Seien m,n € IN. Ist U C R™ offen, f : R® — R™ eine %*-Abbildung und die Konstante y;; € R*
gegeben durch yy = sup{[ldf(x)|| | x € U}, dann gilt ||f (x1) — f(e)ll < yyllxy — x,l fir
alle x;,x, € U mit der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke [x;,x,] in U enthalten ist.
Dabei wird auf R™ und R™ die Supremumsnorm zu Grunde gelegt, und ||d f (x)|| bezeichnet die

entsprechende Operatornorm von df (x) € Z(R", R™).

Beweis: Seien fi,..., f,, die einzelnen Komponenten f; : U — R von f. Fiir jedes a € U und jedes v € R" gilt
jeweils df (a) = (dfi(a), ...,dfn(a)) und somit |df;(a)(v)| < max{|df;(a)(V)| |1 < j < m} = [|df (@) < yullvIl,
nach Definition der Operatornorm. Seien nun x;,x, € U mit [x;,Xx,] € U vorgegeben, und sei v = x, — x;. Nach
dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gibt es fiir 1 < j < m jeweils ein a; € [x;,x,] mit df;(a;)(v) =
d,fi(a;) = fj(x2) — fj(x1), wobei v = x, — x ist. Es folgt |f;(x1) — f;(x2)| < |dfj(a;)] < yyllvll und somit ||f (x;) —
FO =< yullvll- O



(7.5) Satz (Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit)

Sei f : U — W eine ¢'-Abbildung. Ist a € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass df(a) €
%(V, W) bijektiv ist, dann gibt es eine offene Umgebung U C U von a und eine offene Umgebung
W C W von b = f(a) mit der Eigenschaft, dass durch f|; %!-Diffeomorphismus zwischen U
und W definiert ist.

Beweis: Ein Punkt a mit bijektiver Ableitung df(a) kann nur existieren, wenn die Dimensionen von V und W
iibereinstimmen, wovon wir von nun an ausgehen; sei n = dim V = dim W. Es gibt dann Isomorphismen x : V. — R"
und x; : W — R" von R-Vektorrdumen, die nach Folgerung auch Homéomorphismen sind, unter denen
also insbesondere offene Teilmengen erhalten bleiben. In den Ubungen wurde gezeigt, dass lineare Abbildungen mit
ihrer eigenen totalen Ableitung in einem beliebigen Punkt des Definitionsbereichs iibereinstimmen. Definieren wir die
Abbildung f =k, o f ox~! von x(U) € R" nach R", dann ist auf Grund der Kettenregel auch f total differenzierbar,
und fiir jedes a € U gilt

df k(@) = dxjofox (@) = di((fox N(@))od(f ox N(k(a)) =
dry(f(@))odf(kH(k(@)) od(xk k(@) = wyodf(a)ox™"

Mit a — d f (a) ist auch die Abbildung x(a) — xod f(a)ox™" stetig, also ist auch f eine ¢'-Abbildung. Ist die Aussage
fir f bewiesen, dann gilt sie auf Grund des bisher Gesagten offenbar auch fiir f. Deshalb kénnen wir uns von nun
an auf den Fall V = W = R" beschrédnken. Sei nun a € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die Jacobi-Matrix
df (a) invertierbar ist. Indem wir f durch x — f(x+a)— f(a) ersetzen, konnen wir annehmen, dass a = f (a) = Ogx
gilt. Weil auRerdem f durch df (Og.) ! o f ersetzt werden kann, haben wir die Aussage auf den Fall d f (Og.) = idg=

reduziert.

Um die lokale Umkehrbarkeit zu beweisen, miissen wir fiir jedes w in der Néhe von Op. die Auflosbarkeit der Glei-
chung w = f(v) nach v nachweisen. Offenbar ist die Gleichung dquivalent zu w + v — f(v) = v. Definieren wir
die Hilfsfunktion ¢,,(x) = w+ x — f(x), dann ist w = f(v) also dquivalent zur Fixpunktgleichung ¢,,(v) = v. Die
entscheidende Idee besteht nun darin, den Banachschen Fixpunktsatz auf diese Situation anzuwenden. Sei
dazu r € R" so gewihlt, dass der abgeschlossene Ball B,,(0g.) in U enthalten ist und auBerdem ||idg. —d f (x)|| < %
fiir alle x € B,,(0g,) gilt; dies ist wegen df (Og.) = idg. und auf Grund der Stetigkeit der Ableitungsfunktion d f
moglich. Fiir alle x in diesem abgeschlossenen Ball gilt dann d,,(x) = idr. —df(x), und mit dem Schrankensatz
erhalten wir ||, (1) — @ ()| %lel — X, || fiir alle x;, x5 € By, (Og.). Sind nun w, x € R™ mit ||w|| < r und
||x|| < 2r vorgegeben, dann gilt die Abschitzung

lewCIll = 9w = 9uOr) + @, (OrIIl < 1100 () = @ (Or)I+ ey, Ol < Slixll+lwll < 2r.

Dies alles zeigt, dass By, (Og.) durch ¢, in sich selbst abgebildet wird und eine Kontraktion mit der Konstanten y = %
ist. Als abgeschlossene Teilmenge von R" ist B,,(Og.) ein vollstindiger metrischer Raum, denn jede Cauchyfolge in
B,,(OR.) ist (auf Grund der Vollstandigkeit von R"™) eine in R" konvergente Folge, deren Grenzwert nach Satz|(3.9)

wiederum in B,,(Op.) enthalten ist. Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes



erfiillt. Fiir jedes w € B,(Og.) gibt es demzufolge genau ein v € B,, (0Og.) mit ¢,(w) = w was, wie oben bemerkt,
zu f(v) = w dquivalent ist. Ferner zeigt die Ungleichung von oben, dass kein Fixpunkt von ¢,, auf dem Rand der
Kreisscheibe B,, (Og.) liegen kann; der Fixpunkt v ist also sogar im offenen Ball B,, (O, ) enthalten. Jedes w € B, (Og.)
hat also genau ein Urbild in B,, (O, ). Definieren wir also W = B, (0Og.) und U = f ~}(W)NB,,(0g.), dann ist f|; eine
Bijektion zwischen U und W, deren Umkehrabbildung g : W — U jedem w € W den eindeutig bestimmten Fixpunkt

von ¢,, in B,,.(0R.) zuordnet.

Zum Schluss beweisen wir noch die Stetigkeit von g. Seien dazu w,, w, € W vorgegeben und x; = g(w;), x, = g(w,).

Mit Hilfe der Gleichung ¢, (x) = x — f (x) erhalten wir x, —x; = ¢, (x2) — o, (x1) + f (x2) — f (x;) und somit

e =x1ll = ll@og, (x2) = @op, (1) + f(e2) = f )l < Moy, (x2) = o, (eIl + 1f (x2) = f (el

< sl —xgll+ 11 () = £ Gl

was zu ||g(w,)—g(wq)ll < %“g(wz)_g(xﬂ” +|lwy —w, || und somit zu |[g(w,) —g(w,)| < 2|lw,—w, || quivalent ist.
Damit ist die Stetigkeit von g auf W bewiesen. Die Umkehrregel in Satz zeigt nun, dass g auch differenzierbar
ist, mit der Ableitungsfunktion gegeben durch dg(w) = df ((f|5) " (w))™'. Weil die Invertierung von Matrizen stetig
ist (wie wir schon im Beweis der Umkehrregel bemerkt haben), handelt es sich bei g sogar um eine ¢ !-Abbildung.

Insgesamt ist damit bewiesen, dass durch f|; ein % *-Diffeomorphismus zwischen U und W gegeben ist. |

Wir notieren uns noch eine wichtige Konsequenz aus dem Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit.

(7.6) Folgerung Sei U € R" offen und f : U — R" eine injektive, stetig differenzierbare
Abbildung mit der Eigenschaft, dass d f (x) fiir jedes x € U invertierbar ist. Dann ist V = f(U)

eine offene Teilmenge von R", und f ist ein Diffeomorphismus zwischen U und V.

Beweis: Zunéchst {iberpriifen wir, dass V offen ist. Sei b € V vorgegeben und a € U mit f(a) = b. Auf Grund des
Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit gibt es offene Umgebungen J C U von a und ¥ C R" von b, so dass f|; ein

Diffeomorphismus zwischen 7 und V ist. Insbesondere liegt V in V = f(U), was die Offenheit von V beweist.

AuBerdem ist f |y = (f|5)~" und auf Grund der Diffeomorphismus-Eigenschaft von f|; ist f ! in der Umgebung
V von b stetig differenzierbar. Nach Definition ist f als Abbildung U — V bijektiv, und wir haben soeben gezeigt,
dass die Umkehrabbildung f ! : V — U in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig differenzierbar ist. |

Diese Folgerung zeigt, dass insbesondere die Polarkoordinaten-Abbildung p, aus Satz zu einem Diffeomor-
phismus auf ihre Bildmenge wird, sobald man sie auf R* x I einschrinkt, wobei I C R ein offenes Intervall mit Linge
2 bezeichnet. Dasselbe gilt auch fiir die Zylinderkoordinaten-Abbildung p,y; eingeschrénkt auf einen Bereich der
Form M; = R* x I x R und fiir die Kugelkoordinaten-Abbildung py,, eingeschrankt auf N; = R* x ]0, [ x I, mit
einem ebensolchen Intervall I; diese Abbildungen wurden in Satz[(2.14)|definiert. Beispielsweise ist die Jacobi-Matix



von Py, in jeden Punkt des Definitionsbereichs gegeben durch die Matrix

sin(#) cos(p) rcos(?)cos(p) —rsin(F)sin(p)
dpiyg(r,9,9) = sin(#)sin(y) rcos(F)sin(p)  rsin(F)cos(p)
cos() —r sin() 0

mit der Determinante detdpy,(r, ¥, p) = r2sin(9). Weil sin(9) > 0 fiir & € 10, = gilt, ist die Ableitung in jedem

Punkt des Definitionsbereichs invertierbar.

Die Voraussetzungen der Umkehrregel konnen nun einfacher formuliert werden.

(7.7) Satz (Umkehrregel)
Sei U C R" offen und f : U — R" eine %4'-Abbildung. Sei a € U ein Punkt mit detd f(a) # 0.
Dann existieren offene Umgebungen U; € U von a und V; € R" von b = f(a), so dass durch
fi=fly, ein € !_Diffeomorphismus U; — V; definiert ist. Die Ableitung der Umkehrabbildung
fi ' Vy = U, erfiillt dabei

d(ffDy) = df(FoN™

fiir alle y € V;. Insbesondere gilt also d(f;*)(b) = df (a) .

Beweis: Die Existenz der Umgebung U; und V; ergeben sich direkt aus dem Satz[(7.5)]iiber die lokale Umkehrbarkeit.
Dies zeigt, dass die Voraussetzungen der Umkehrregel in der Fassung von Proposition |(7.2)| erfiillt sind. Aus dieser

wiederum ergibt sich die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung und der angegebene Wert der Ableitung. m|

Wir zeigen, wie die Umkehrregel auf die Polarkoordinaten-Abbildung angewendet werden kann. Sei (r, ) € Rt x R
und (x,y) = ppai(7, ¢), also x = rcos(p) und y = rsin(yp). Offenbar ist die Funktion p,, auf ihrem gesamten

Definitionsbereich eine 6!-Abbildung, und die Ableitung an der Stelle (r, ¢) ist gegeben durch

dp. (ro) = cos(p) —rsin(yp)
Peolll>#) = sin(¢)  rcos(yp) )

Es gilt detdp,q (1, @) = r?(cos(p)? + sin(¢)?) = r? > 0. Dies zeigt, dass der Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit
angewendet werden kann. Dieser liefert offene Umgebungen U von (r, ¢) und V von (x, y) mit der Eigenschaft,
dass p|y zu einem Homémorphismus zwischen U und V wird. Mit der Umkehrregel kénnen wir die Ableitung der

Umkehrfunktion 1) = (ppl v)~! an der Stelle (x, y) ausrechnen. Es gilt

r2 = r?(cos(p)®+sin(p)?) = (rcos(p))?+(rsin(p))? = x*+y? |,

also r = 4/x2+ y2. Durch Umformen erhalten wir auRerdem cos(¢) = * und sin(yp) = . Mit der Umkehrregel
erhalten wir
cos(p) —rsin(yp) [ cos(p) sin(p) | | V/x24+y2  4/x2+4y2
sin(p) rcos(np)) B (—% sin(p) %cos(go)) Y X

x2 4+ y2 x2 4+ y2

dy(x,y) = dppol(rago)_l = (



Wenden wir uns nun dem zweiten grollen Thema dieses Kapitels zu, den implizit definierten Funktionen.

(7.8) Definition Seien f : R?> — R eine Abbildung und I’,I” C R offene Intervalle. Wir sagen,
eine Funktion g : I’ — I"” werde durch f implizit definiert, wenn fiir alle (x,y) € I’ x I” die
Aquivalenz

fl,y)=0 < y=g(x) erfilltist.

Sei zum Beispiel f : R? — R gegeben durch f(x,y) = y?—x. Dann definiert f implizit die Funktionen g : R* — R,
x — /xund h: R" - R, x — —4/x. Dagegen gibt es keine durch f implizit definierte Funktion k : I’ — I”, die 0

oder eine negative Zahl in ihrem Definitionsbereich I’ enthilt.

Beweis: Zum Nachweis der impliziten Definition von g setzen wir I’ = I’ = R*. Dann gilt fiir alle (x,y) € I’ x I”
die Aquivalenz

f,y)=0 & y’'-x=0 & y=+/x & y=g).
Zum entsprechenden Nachweis fiir h setzen wir I’ =R* und I” =R~ ={y € R |y < 0}. Firalle (x,y) € I’ x I"” gilt

dann y < 0 und somit
flx,y)=0 & y’—x=0 & y=—+v/x <& y=h(x).

Nehmen wir an, es gibt eine durch f implizit definierte Funktion k : I’ — I” mit 0 € I’. Dann gilt £ (0, k(0)) = 0, also
k(0)>—0 = 0 und somit k(0) = 0 € I”. Fiir hinreichend kleines ¢ € R* gilt e € I’ und £/ € I”. Aus (¢, ye) € I’ xI”
und f (e, /) = 0 folgt nach Definition der implizit definierten Funktion k(¢) = /€. Aus (¢,—/¢) € I’ x I"’) und
f(e,—+/€) = 0 folgt ebenso k(¢) = —4/¢. Der Widerspruch /¢ = k(¢) = —/¢ zeigt nun, dass die Annahme falsch

war und keine implizit definierte Funktion existiert.

Betrachten wir noch den Fall, dass der Definitionsbereich I’ einer durch f implizit definierten Funktion k : I’ — I”
eine negative reelle Zahl a enthélt. Dann miisste k(a)? — a = f(a, k(a)) = 0 gelten. Aber dies ist wegen k(a)? —a >

—a > 0 unmoglich. O

Wie wir gleich sehen werden, héngt die Existenz von implizit definierten Funktionen mit den partiellen Ableitungen
zusammen. Fiir f (x, y) = y2—x gilt 3,f (x, y) = 2y.Fiira > 0und y = +/a gilt f (a,y) = 0und 8,f (a, y) = 2y # 0.
Im Fall a =0 ist y = 0 der einzige Wert mit f (a, y) = 0, und es gilt d,f (0,0) = 0.

Als weiteres Beispiel betrachten wir f : R? — R gegeben durch f(x, y) = x2(1—x?)—y2. Die Nullstellenmenge von

f ist eine sog. Lemniskate.

Seinuna € ]-1,1[ \ {0}. Dann definiert f in einer Umgebung von a implizit die Funktionen g, (x) = £4/x2(1 — x2).

Dagegen gibt es in einer Umgebung von a € {—1,0, 1} keine implizit definierten Funktionen.

Beweis: Sei zunichst a € -1, 1[ mit a # 0. Dann gilt a>(1—a?) > 0. Im Fall —1 < a < 0 setzen wir I’ = ]—1,0[ und
I” =R*. Fiir alle x € I gilt x2(1 —x?) > 0, und fiir alle (x, y) € I’ x I" gilt folglich

f,y)=0 & y'=x*(1-x}) & y=/x2(1-x2) & y=g./x).



Setzen wir I” = R™, dann gilt fiir alle (x, y) € I’ x I” jeweils
f,y)=0 & y'=x(1-x*) & y=—/x(1-x?) & y=g(x).
Den Fall 0 < a < 1 behandelt man analog.

Sei nun a = 1, und nehmen wir an, dass h : I’ — I” eine in der Nihe von a implizit definierte Funktion ist. Wegen
a?(1—a?) = 0ist y = 0 der einzige Wert mit f (a, y) = 0, und folglich gilt (1,0) € I’xI”. Sei ¢ € R* so klein gewihlt,
dass x = 1+¢ €I’ gilt. Wegen x2(1 —x2) < 0 gibt es kein y mit f(x,y) = x2(1 —x%) — y? = 0. Dies widerspricht
der Annahme f (x,h(x)) = 0. Im Fall a = —1 1auft der Beweis analog.

Nehmen wir nun an, dass h : I’ — I” eine in der Ndhe von a = 0 implizit definierte Funktion ist. Wegen a?(1—a?) =0
ist auch hier y = 0 der einzige Wert mit f(a, y) = 0, es gilt also (0,0) € I’ x I”. Da I’ x I” offen ist, gilt £ € I’ und
+4/€2(1— €2) € I” fiir hinreichend Kleines ¢ € R*. Es ist f (¢, v/€2(1 — £2)) = £2(1— %) — (1 —¢&2) = 0 und ebenso
f(e,—+/€(1 —€2)) = 0. Dies widerspricht der Annahme, dass fiir jedes x € I’ nur ein y € I” mit f (x, y) = 0 existiert.
O

Man kann bei der vorherigen Funktion auch x- und y-Wert vertauschen und die Abbildung f (y, x) = x2(1—x?2)—y?

betrachten. Durch Umformung der Gleichung f (y, x) = 0 nach x sieht man, dass f einer Umgebung jedes b € R mit

g. = 1y/2+2¢/1-4y2

Fiir b # 0 kommen sogar noch die beiden Funktionen h, = :l:% 2—24/1—4y2 hinzu. Dagegen gibt es in einer

—% <b< % implizit die Funktionen

Umgebung von b = :I:% keine durch f implizit definierten Funktion.

(7.9) Definition (mehrdimensionale partielle Ableitungen)

Seien X, Y, Z endlich-dimensionale IR-Vektorrdume, U C X X Y eine offene Teilmenge und
f : U — Z eine differenzierbare Abbildung. Ist (x,y) € U, dann definieren wir die partielle
Ableitung von f in X- bzw. Y-Richtung durch

Oxf(x,¥y): X > Z,v—df(x,y)(v,0) und Oy f(x,y): Y > Z,w—df(x,y)O,w).

Nach Definition gilt fiir alle (x,y) € U, v € X und w € Y jeweils

HKfy)M)+0f(x,y)w) = df(x,y)(,0)+df(x,y)O,w) = df(x,y)v,w).

Im Fall X = R™, Y = R" kénnen wir X x Y mit R™*" identifizieren. Ist dann U € R™" offen und f : U — R eine
differenzierbare Abbildung, so besteht fiir jeden Punkt (x, y) € X x Y die Matrix Jy f (x, y) aus den vorderen m und
0y f (x,y) aus den hinteren n Spalten von df (x, y). Dies folgt ganz einfach aus der Tatsache, dass die Spalten einer

Matrix A € .#,,, r die Bilder der Einheitsvektoren unter der Abbildung R" — R", v ~ Av sind.



(7.10) Lemma Seien X,Y, Z endlich-dimensionale R-Vektorrdume mit dimY = dimZ, und
seien ¢ : X — Z und 1) : Y — Z lineare Abbildungen, wobei 1 invertierbar ist. Dann ist auch die
lineare Abbildung ® : X xY — X x Z, (u,v) — (u, ¢ (u) + ¢ (v)) invertierbar, mit der Zuordnung
XxZ—-XxY,(uw)— (Y t(w)—(pt o ¢)(u)) als Umkehrabbildung.

Beweis: Seien (u,v) €X x Y und (u;,w) € X x Y. Dann gilt die Aquivalenz

(u,w)=2w,v) < W,w)=Wwe+y») & W=uAw=¢W+y()) <
wu=u)Aw=¢w)+y() < @wW=u)A@WOV)=w—9¢,;)) <
u=u)A=9 " W —yY 1 (¢w)) & wv)=u,y W - " od)u)).

Dies zeigt, dass ¥(uy, w) = (ug, ¥ (w)— (¢! o ¢)(u;)) tatsichlich die Umkehrabbildung von & ist. O

(7.11) Satz (Satz iiber implizite Funktionen)

SeiX =R™ Y =R"und U CX xY offen. Sei aullerdem f : U — Y eine stetig differenzierbare
Abbildung und (a, b) € U eine Nullstelle von f mit der Eigenschaft, dass Jy f (a, b) invertierbar
ist. Dann gibt es Umgebungen U’ € X von a und U” C Y von b mit U’ x U” C U und eine stetig

differenzierbare Abbildung g : U’ — U”, so dass die Aquivalenz

fl,y)=0, & y=gx) fiir alle (x,y) € U’ x U” erfiillt ist.

Beweis: Die wesentliche Idee besteht darin, die Auflésung der Gleichung f (x, y) = 0y nach y so umzuformulieren,
dass sie auf die Bestimmung einer lokalen Umkehrabbildung hinauslauft. Die Existenz der Umkehrabbildung wird
dann mit dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit bewiesen. Sei ® : U — X x Y die ¢ '-Abbildung definiert
durch ®(x,y) = (x, f(x,y)), und nehmen wir an, U C U ist eine offene Teilmenge derart, dass ®|; einen 4!-
Diffeomorphismus zwischen U und V = ®(U) definiert. Dessen Umkehrabbildung V — U bezeichnen wir mit .
Seien (w,z) € V mit w € X und z € Y, und sei (x,y) = ¥(w,z). Dann folgt (x, f(x,y)) = ®(x,y) = (w,z2), also
insbesondere x = w. Dies zeigt, dass eine Abbildung h : V — Y mit ¥(w,z) = (w, h(w, 2)) fiir alle (w,z) € V existiert.

Mit ¥ ist auch h eine %!-Abbildung.

Nehmen wir nun weiter an, dass U die Form U’ x U” hat, wobei U’ € X und U” C Y offene Teilmengen bezeichnen.

Dann gilt fiir alle x € U’, y € U” und z € Y die Aquivalenz

fl,y)=2 o (xf,y)=(2) & oxy)=(kx2) < (xy)=9(x,z2)
< (6, y)=(x,h(x,2)) < y=h(x,2).

Die Teilmenge aller x € U’ mit (x,0y) € V ist offen auf Grund der Offenheit von V und der Stetigkeit der Abbildung
x — (x,0y). Wir ersetzen U’ durch diese Teilmenge und definieren g : U’ — U” durch g(x) = h(x,0y). Dann
gilt die Aquivalenz f(x,y) = 0y & y = g(x) fiir alle x € U’ und y € U”. Mit h ist auch die Abbildung g stetig

differenzierbar.



Es bleibt zu zeigen, dass die im bisherigen Teil formulierten Annahmen unter den gegebenen Voraussetzungen erfiillt
werden konnen. Sei also (a, b) € U eine Nullstelle von f mit der Eigenschaft, dass die partielle Ableitung J; f (a, b)
invertierbar ist. Wir zeigen, dass die oben definierte Abbildung ® : U — X x Y bei (a, b) lokal umkehrbar ist. Dazu

zerlegen wir ¢ in die Komponenten
By :U—X, (x,y)=x und & :U—Y, (x,)=f(xy).

Da &4 eine lineare Abbildung ist, gilt d®y(x,y) = ®y fiir alle (x,y) in U. Fiir die Ableitung von d$ an der Stelle
(a,b) und (u,v) € X x Y erhalten wir

d®(a,b)(w,v) = (dox(a,b)(u,v),d®y(a,b)(u,v)) = (®x(u,v),df(a,b)w,v)) =
(u, &xf (a, b)(u) + dy f (a, b)(v)).

Weil &, f (a, b) invertierbar ist, erhalten wir mit Lemma die Invertierbarkeit von d®(a, b). Der Satz liber die
lokale Umkehrbarkeit ist damit anwendbar und liefert eine offene Umgebung U von (a, b), so dass ®|; zu einem
%1-Diffeomorphismus auf die offene Bildmenge V = &(U) wird. Nach Verkleinerung von U und V koénnen wir
annehmen, dass U = U’ x U” mit offenen Umgebungen U’ von a und U” von b gilt. Wegen (a, b) € U und &(a, b) =
(a,f(a,b)) = (a,0y) ist (a,04) in V enthalten. Wie oben ersetzen wir U’ durch die Teilmenge aller x € U’ mit
(x,0y) € V. Dann ist auch U’ eine offene Umgebung von a, und die oben definierte Funktion g : U’ — U” hat alle

gewiinschten Eigenschaften. a

(7.12) Folgerung Die Funktion g : U’ — U” aus dem Satz hat an der Stelle a die Ableitung

dg(a) = —0yf(a,b) " odf(a,b).

Beweis: Hierzu verwenden wir die Kettenregel. Sei & : U’ — Z gegeben durch x — f(x, g(x)). Nach Definition
gilt & = f o g; mit den Funktionen f : U —» Z und g; : U’ — U, x — (x,g(x)). Die Ableitung von g; kann

komponentenweise gebildet werden: Es ist d g;(x) = (idy, dg(x)) fiir alle x € U’. Die Kettenregeln liefert nun

de(x) = df(gi(x))edgi(x) = df(x,g(x))e (idy,dg(x)).

Wir stellen nun d® mit Hilfe der mehrdimensionalen partiellen Ableitungen von f dar. Fiir einen beliebigen Vektor

veX gilt
de(x)(v) = df(x,g(x))((idx,dg(x))(v)) = df(x,g(x)(v,dg(x)(v)) =
O f (x,g(x))(v) + 0y f (x, g(x)(dg(x)(v)) = Ixf(x,8(x))(v)+(dyf(x,8(x))odg(x))(v)

also d®(x) = Jx f (x, g(x))+0y f (x, g(x))odg(x). Nun ist die Funktion g gerade so definiert, dass ®(x) = f (x, g(x)) =
0 fiir alle x € U’ gilt. Folglich ist d®(x) = O fiir alle x € U’. Wegen b = g(a) und auf Grund der Invertierbarkeit von



Oy f im Punkt (a, b) erhalten wir

aXf(a) b)+an(a) b)odg(a)zo g an(a; b)odg(a):_aXf(a; b)
o dg(a)=—3,f(a,b) 0 &y f(ab). .

Beispiel. Wir untersuchen die Auflosbarkeit des Gleichungssystems
Cry}+d = 7
Xy+yz+xz = -2
nach (y, z) in einer Umgebung des Punktes (2,—1, 0). Es sollen also gezeigt werden, dass offene Umgebungen U’ C R

von 2 und U” € R? von (1,0) und stetig differenzierbare Funktionen g,h : I — R existieren, so dass fiir alle x € I

und (y,z) € U’ die Aquivalenz

3.93443 = 7
vy s s 7 g0 e st
h(x)

xy+yz+xz = -2 Z

AuRerdem berechnen wir die Ableitungen g’(2) und h’'(2).

Um den Satz iiber implizite Funktionen anwenden zu konnen, setzen wir X = R, Y = Z = R? und definieren die
Abbildung f : X x Y — R? durch

fl,y,2) = (BP+y*+22—7,xy+yz+xz+2).

Die Ableitung von f an einem beliebigen Punkt (x, y,z) € R? ist gegeben durch
3x2  3y? 322
df(x,y,z) = (
y+z x+z x+y

also insbesondere

12 3 0 12 3 0
df(z’—1,0)=(_1 ) 1) : 6xf(2,—1,0)=(_1) , ayf(z,—1,o)=(2 1).

Wegen det dy f (2,—1,0) = 3 # 0 ist &, f(2,—1,0) invertierbar, der Satz iiber implizite Funktionen kann also ange-
wendet werden. Es liefert uns offene Umgebungen U’ von 2 und U” von (1,0) und eine Funktion k : U’ — U”, so dass
f(x,y,2) =0 (y,2z) = k(x) fiir alle x € U’ und (y,z) € U” erfiillt ist. Die Gleichung f (x, y,z) = O entspricht dem
Gleichungsystem auf der linken Seite der gewiinschten Aquivalenz. Sind die Funktion g,h : U’ — R gegeben durch
k = (g, h), dann die entspricht (y,z) = k(x) dem umgeformten Gleichungssystem oben rechts. Die zu dy f (2,—1,0)

inverse Matrix ist gegeben durch

521011 — 30_1_l 1 0
e o l2 1 - 32 3)

und die Ableitung dk(2) erhalten wir nach Folgerung durch

dk(2) = -3 f(2,-1,00"0df(2,—-1,0) = -1

(5903 - )

Es gilt also g’(2) = —4 und h'(2) = 9.



§ 8. Hohere Ableitungen und lokale Extremstellen

Inhaltsiibersicht

In diesem Kapitel untersuchen wir die hoheren Ableitungen f™ fiir eine mehrdimensionale Funktionen f : U —
W, wobei W einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum und U eine offene Teilmenge eines weiteren endlich-
dimensionalen R-Vektorraums bezeichnet. Wie wir aus § 6 wissen, ist die Ableitung f’(p) von f in einem Punkt p € U
keine Zahl, sondern eine lineare Abbildung V — W. Entsprechend ist auch f”(p) keine Zahl, sondern eine bilineare
Abbildung V x V — W. Allgemein ist f ™ (p) durch eine n-fach lineare (multilineare) Abbildung f : V" — W gegeben.

Mit den héheren Ableitungen konnen wir f an jeder Stelle p € V ein Taylorpolynom t,(f,p) zuordnen, dass die
Funktion f in einer Umgebung von p mit wachsender Genauigkeit approximiert. Wir verwenden dies zur Herleitung
von notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir Extrema, in Analogie zu den Sétzen aus der Schulmathematik bzw.
der Analysis einer Variablen.

Wichtige Begriffe und Sditze

e mehrfach (total) differenzierbare Funktion

e Hesse-Matrix einer Funktion in einem Punkt

e mehrdimensionales Taylorpolynom einer Funktion in einem Punkt
e Approximation von Funktionen durch Taylorpolynome

e lokales Extremum einer Funktion

o notwendiges Kriterium fiir Extrema

e hinreichendes Kriterium fiir Extrema

Auch in diesem Abschnitt bezeichnen V, W wieder endlich-dimensionale, normierte R-Vektorrdume. Sei U C V offen
und f : U — W eine Funktion, die in jedem Punkt x € U differenzierbar ist. Mit V und W ist auch der Raum £(V, W)
der (stetigen) linearen Abbildungen V — W endlich-dimensional, aul3erdem ist £(V, W) auf natiirliche Weise mit

einer Norm ausgestattet, ndmlich der in Abschnitt § 2 definierten Operatornorm. Durch die Zuordnung
df :U—2(V,W) , x—df(x)

ist eine Abbildung zwischen der offenen Teilmenge U C V und dem R-Vektorraum £ (V, W) gegeben.

(8.1) Definition Ist die Abbildung df auf U stetig, dann bezeichnen wir f als stetig differen-
zierbare Funktion. Ist sie dariiber hinaus in jedem Punkt x € U differenzierbar, dann sprechen

wir von einer zweimal differenzierbaren Funktion.



Die zweite Ableitung ist dann eine Abbildung von U in die Menge der linearen Abbildungen von V nach £(V,W),
also eine Abbildung d?f : U — £(V, £(V,W)). Ist auch diese Abbildung differenzierbar, dann nennt man f dreimal
differenzierbar. Die dritte Ableitung ist dann eine Abbildung d3f : U — £(V, £(V, £(V,W))). Offenbar lisst sich
dies beliebig fortsetzen. Wir erhalten auf diese Weise fiir jedes n € IN den Begriff der n-fach differenzierbaren

Funktion und der n-fachen Ableitung. Definieren wir eine Folge £"(V, W) von R-Vektorrdumen rekursiv durch
L vw) = 2V,W) und LM(VW) = 2(V,L7(V,W)
dann ist die n-te Ableitung also eine Abbildung d"f : U — £™(V,W).

Auf Grund der rekursiven Definition ist die Handhabung der Vektorraume £"(V, W) recht mithsam. Man ersetzt sie
deshalb durch isomorphe R-Vektorrdume, deren Elemente sich leichter definieren lassen. Sei dazu V" das n-fache
kartesische Produkt V x ... x V. Wie in § 12 der Linearen Algebra bezeichnen wir eine Abbildung ¢ : V" — W als n-
fach linear oder auch multilinear, wenn sie in jeder ihrer n Komponenten linear ist. Das bedeutet, dass fiir jedes k €
{1,...,n} und jedes Tupel (vy, ..., Vk_1, V41, ---» V) von Vektoren aus V die Abbildung w — ¢ (1, ..., Vi1, W, Vig1s s Vi)
linear ist. Man iiberpriift leicht, dass die n-fach linearen Abbildung V" — W einen R-Vektorraum bilden. Dieser wird

von uns mit .£"(V, W) bezeichnet.

(8.2) Satz Jedem Element d3 € £™(V,W) kann durch die Definition

¢(V1,..., Vn) = qg(vl)(vz)"~(vn)

ein Element in £"(V,W) zugeordnet werden, und die Abbildung & : £"(V,W) — £"(V,W),

¢ — ¢ ist ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen.

Der Beweis ist nicht schwierig, erforder aber viel Schreibarbeit. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verschieben wir
ihn in einen Anhang zu diesem Kapitel. Von nun an werden wir die n-te totale Ableitung d"f (p) einer n-mal diffe-
renzierbaren Funktion f in einem Punkt p € U immer als Element von ¥"(V, W) betrachten, also als multiplineare

Abbildung V x ... xV - W.

Wie wir bereits wissen, kann df im Fall W = R durch Richtungsableitungen beschrieben werden: Nach Proposition
(6.4)|gilt df (p)(v) = 3, f (p) fiir alle v € V. Diese Regel l&sst sich auf hohere Ableitungen verallgemeinern.

(8.3) Proposition Sei U C V offen, p € U und f : U — R eine n-mal in p differenzierbare

Funktion. Dann gilt fiir alle v,,...,v,, € V jeweils
dnf(p)(vl"") Vn) = avl'" avnf(p)

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion {iber n € IN,. Im Fall n = 0 besteht die Aussage
lediglich in der trivialen Gleichung f (p) = f (p). Sei nun n > 1, und setzen wir die die Gleichung fiir n—1 voraus. Weil

die Funktion f in p mindestens n-mal differenzierbar ist, ist sie in einer Umgebung U von p mindestens (n — 1)-mal



differenzierbar. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung gilt deshalb

dn_lf(P +h)(V2a'“’vn) = avz aan(p +h)

fiir beliebige v,,...,v, € V und h € V mit ||h|| hinreichend klein. Weil die Funktion g = d""!f im Punkt p total
differenzierbar ist, gilt aullerdem fiir hinreichend kleine h € V die Gleichung g(p + h) = g(p) + dg(p)(h) + ¢ (h),
wobei wie immer ) eine Funktion mit ’llirr(l) 2p(h)/||h|| = 0 bezeichnet. Definieren wir die Hilfsfunktion f = 8,0, f,

dann erhalten wir

f(p+h) = dfn_l(P"‘h)(Vz:---; Vn) = g(P"‘h)(Vz’---: Vn) = g(p)(V27""vn)+dg(p)(h7 Vs oo vn)+@(h)

wobei die Funktion ¢(h) = ¥ (h)(vy,...,v,) ebenfalls die Bedingung limy,_,, @ (h)/||h|| = O erfiillt. Die Funktion f
ist also in p total differenzierbar, und es gilt f(p) = g(p)(vy, ..., v,,) sowie df(p)(v;) = dg(p)(vy, Vs, ..., v,,) fiir alle
v, € V. Nach Proposition|(6.4)|existiert jeweils 0, f im Punkt p, und es gilt o, f(p)=df (p)(v,). Damit erhalten wir

das gewlinschte Resultat, denn es gilt nun
8,8,0,f(P) = 3, f(p) = df(P) = dgP)vi,vn) = dFPI Vi Vi) O

Nehmen wir nun an, dass zusétzlich zu W = R auch V = R" gilt, mit n € IN. Wie wir bereits in § 6 gesehen haben,
kann die Ableitung df (p) als (n x 1)-Matrix dargestellt werden, mit den Eintragen (2,f(p)---3,.f (p)). Die zweite
Ableitung d?f (p) ist eine bilineare Abbildung R™ x R* — R, also eine Bilinearform auf dem R". Wie wir aus Kapitel
§ 16 der Linearen Algebra wissen, kann jede Bilinearform auf einem n-dimensionalen Vektorraum nach Wahl einer

Basis durch eine Matrix dargestellt werden.

(8.4) Definition Sei U C R" offen, p € R" und f : R® — R eine in p mindestens zweimal
differenzierbare Funktion. Sei & = (ey, ..., e, ) die Einheitsbasis des R". Dann wird die Darstel-
lungsmatrix 2 (f)(p) = #(d?f (p)) mit den Eintrigen

a;; = dzf(p)(ei’ej) = 3ijf(P)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle p genannt.

Bevor wir fortfahren, sollen die bisherigen Konzepte an einem konkreten Beispiel veranschaulicht werden. Dazu
betrachten wir die Funktion

FiR*>R? , (x,y)— (x*+y%2xy).
Dann ist die erste Ableitung df eine Abbildung R? — 2(RR?1R?), und die zweite Ableitung ist eine Abbildung
R2? — 22(R%,R?). betrachten. Fixieren wir einen Punkt p = (x,, y,), dann ist d2f (p) also eine bilineare Abbildung
R? x R? — RR? ist. Diese bilineare Abbildung soll nun berechnet werden. Wie wir aus § 6 wissen, kann die Ableitung
df (x,y) im Punkt (x, y) € R? durch die Jacobimatrix, also ein Element von M, R, dargestellt werden. Die Eintrdge

der Matrix sind jeweils gegeben durch die partiellen Ableitungen der beiden Komponenten f;(x,y) = x% + y? und

2 2
df(x,y) = (z-,t 21)

fo(x,¥) =2xy von f: Es gilt also jeweils



Bezeichnen wir mit 98 = (B, B3, By, B,,) die Basis von .4, r gegeben durch die Basismatrizen, dann ist
2 4 X

®z0df :R°— R" gegeben durch ( ) —
y

Die totale Ableitung dieser Abbildung kann nach Proposition [(6.3)] komponentenweise gebildet werden, und die
totalen Ableitungen der Komponenten erhalten wir nach Proposition durch Bildung der partiellen Ableitungen,

also durch Ableiten nach x und y. Wir erhalten somit

d(®g5odf)(x,y)(e)) = » d(@godf)(x,y)e) =

N ©O O N
S N N O

Auf Ubungsblatt 4 wurde gezeigt, dass eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen zwei R-Vektorrdumen V und
W in jedem Punkt total differenzierbar ist, und dass die totale Ableitung in jedem Punkt mit ¢ iibereinstimmt, also
d¢(v) = ¢ fiir alle v € V gilt. In Verbindung mit der mehrdimensionalen Kettenregel folgt daraus d(®4 o df )(p) =
d% 5(df (p)) 0 4 (p) = ® 5 0 d2f (p), und somit

Qg0 dzf(p)(el) = , Pgo dzf(P)(ez) =

NN O O N
o N N O

Daraus wiederum folgt

e =2 %) und afe)e)=(° *
! 0 2 7 \2 o)

Damit haben wir d*f(p) als lineare Abbildung R* — .#, R, v — A, beschrieben, wobei A, und A,, die soeben
angegebenen matrizen sind. Da jedes Element A, € .#, jeweils der linearen Abbildung R?2 - R%, w— Aw
entspricht, kénnen wir d?f (p) auch als Abbildung R? — R? — R?, also als Element £2(IR?, R?) betrachten, oder
auch, wie oben erléutert, also bilineare Abbildung R? x R? — R2. Dies ist gegeben durch d2f (p)(v,w) = A,w. Durch

Einsetzen der Basisvektoren e, e, erhalten wir

2 0 0 2
dzf(p)(el,el) = (O) 5 dzf(p)(el,ez) = (2) 5 dzf(p)(ez,el) = (2) 5 dzf(P)(ez,ez) = (0)

Bei den Komponenten d2f(p); und d%f(p), von d%f(p) handelt es sich um Bilinearformen, die beziiglich der Ein-

hEItSIIlatI 1X g dle F()I'In
G p 1 &

annehmen. Wie man sich leicht {iberzeugt, enthalten diese Matrizen die zweifachen partiellen Ableitungen J;; f;(p)
bzw. J;;f1(p). Es handelt sich also um die Hessematrizen s¢(f;)(p) und 5#(f,)(p).



Unser Hauptziel in diesem Kapitel besteht darin, die zweite totale Ableitung fiir die Bestimmung von lokalen Hoch-
und Tiefpunkten mehrdimensionaler Funktionen einzusetzen. Dazu miissen wir das Konzept der Taylorpolynome auf
hohere Dimension verallgemeinern. Sei p € IN, sei I € R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R eine in a minde-

stens p-mal differenzierbare Funktion. Bereits in der Analysis einer Variablen haben wir das p-te Taylorpolynom
p
1
T = 3P -a)k
k=0

von f an der Stelle a definiert. Der Punkt a wird auch als Entwicklungspunkt des Taylorpolynoms bezeichnet. Das
Polynom 7 ,(f, a) ist dadurch ausgezeichnet, dass fiir 0 < k < p die k-te Ableitung von 7 ,(f, a) an der Stelle a jeweils

mit f ®(a) iibereinstimmt. Tatséchlich ist die k-te Ableitung von 7,(f,a) gegeben durch
p
1 _
o(f,a®Px) = > Ef(“(a) ke(k—=1)- o (k—L+1)- (x —a)*"
=k’

und somit 7,(f,a)®(a) = £f®(a) - k! - (x —a)® = f®(a). Die Funktion f kann in einer kleinen Umgebung des

Punktes a durch die Taylorpolynome beliebig genau approximiert werden.

(8.5) Satz Seip € IN, I € R ein offenes Intervall und f : I — R eine mindestens m-mal

differenzierbare Funktion. Seien a, x € I mit x > a. Dann gibt es einen Punkt & € Ja, x[ mit

flx) = Tmfl(f,a)(X)+%f"”’(é)(x—a)’”-

Beweis: SeiF : [a,x] — R definiert durch F(t) = f(t) — 7,1 (f,a)(t) und G(t) = (t —a)™. Auf Grund der soeben
beschriebenen charakteristischen Eigenschaft des Taylorpolynoms gilt F*)(a) = 0 fiir 0 < k < m — 1. AuRerdem gilt
fiir 0 < k < m— 1 sowohl G™(a) = 0 als auch G"™(t) # 0 fiir alle t € ]a, x]. Auf Grund des verallgemeinerten

Mittelwertsatzes der Analysis einer Variablen, Satz (15.7), gibt es ein x; € ]a, x[ mit

F(x) F(x)—F(a) F'(x,)
6 G—-6l@ G
Eine erneute Anwendung dieses Satzes liefert ein x, € ]a, x;[ mit
F'(x1) F'(x;)—F'(a) F”(x,)
Gy GE)—-G@ GG
Die (p — 1)-fache Wiederholung dieses Vorgangs erhalten wir x3, xy, ..., X, € ]a, x[ mit
F(x) F'(x,) F"(x,) F(x,,)
G~ Gl ) T GG

Sei £ = x,,. Es ist G(x) = (x — a)™, die m-te Ableitung G™ von G ist konstant gleich m!. Die m-te Ableitung auf
T,1(f, a) ist gleich null, weil das Polynom vom Grad m — 1 ist; daraus folgt F{™(&) = £ ™ (&) und somit

_ F(x) Fim(&) L
— m — 7 — _— r(m
(=G T (O = oS = Gy = PO
Durch Multiplikation mit (x — a)™ und Umstellen der Gleichung ergibt sich die gewi{inschte Aussage. O



Wir verallgemeinern die Definition des Taylorpolynoms nun auf hohere Dimension.

(8.6) Definition Sein <IN, U CV offen, p € U und f : U — R eine im Punkt p mindestens

m-mal differenzierbare Funktion. Dann bezeichnet man die Funktion gegeben durch

E = fE)+ Y d P x =P —p)
k:l ! %—/

k-mal

fiir alle x € V als Taylorpolynom m-ten Grades von f an der Stelle p.
Wie im Eindimensionalen kann auch im R" eine Funktion durch ihr Taylorpolynom approximiert werden.

(8.7) Satz (mehrdimensionale Taylor-Approximation)
Sei U € R" offen und f : U — R eine m-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu

jedem Punkt p € U eine Umgebung U, des Nullpunkts und eine Funktion ) : Uy, — R mit

flp+h) = Tu(f,p)p+h)+y(h) firallehelU; und lim Tfhﬁﬁ =0

Beweis: Die wesentliche Idee besteht darin, den Beweis auf eine eindimensionale Situation zu reduzieren, wo dann
Satz[(8.5)] die eindimensionale Taylor-Approximation, angewendet werden kann. Seien p € U und h € R" so gewéhlt,
dass die Verbindungsstrecke [p,p + h] ganz in U liegt und ¢ : R — R", t — p + th. Setzen wir I = ¢ ~!(U), dann ist
I € R eine offene Teilmenge mit I 2 [0,1]. AuBerdem sei g : I — U definiert durch g = f o ¢, also g(t) = f(p + th)

fiir alle t € I. Wir zeigen nun durch vollstdndige Induktion {iber k, dass fiir 1 < k < m und alle t € ]0, 1[ jeweils
gO() = D18 i f(p+thyhy by gil.

Den Induktionsanfang (k = 1) erhalten wir durch Anwendung der mehrdimensionalen Kettenregel. Es gilt d¢(t) = h
fiir alle t € ]0, 1[, und mit der Kettenregel erhalten wir g’(t) = d(f o ¢)(t) = df (¢(t))-d¢p(t) = df (a+ th)(h) =

Z?zl 0;f (p + th)h;, wobei wir einen Vektor v € R" jeweils mit der entsprechenden (n x 1)-Matrix identifizieren.

Sei nun 1 < k < m, und setzen wir die Aussage fiir 1 < £ < k voraus. Nach Definition der Hilfsfunktion f =
ZZ:1 ZZ(:I h; ---h; 3, ; f konnen wir die Induktionsvoraussetzung in der Form g®(t) = (f o ¢)(¢) schreiben.
Durch erneute Anwendung der Kettenregel erhalten wir

gE () = (fod)(t) = df(p+th)-dep(t) = D 8 f(p+thh, =

ih=1

Zn: Zn: o Zn: Oiy.if (P +th) hihy «--hy = Zn: zn: e Zn: 0.y, f(p+th) by ---hy

h=1i=1 =1 L=liy=1  igq=1

wobei im letzten Schritt lediglich umparametrisiert wurde. Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.



Mit Hilfe der soeben bewiesenen Aussage und mit Hilfe von Proposition |(8.3)| kdnnen wir die Ableitungen unserer

Hilfsfunktion g nun durch die héheren totalen Ableitungen von f ausdriicken. Fiir k € {1, ..., m} gilt jeweils

anzn:“‘zn:ail...ikf(l"“th)hil"'hik = Zn:zn:"'zn:hil‘“hikdkf(P"‘th)(eil;---;eik) =

i=liy=1 =1 ii=li=1 =1
n n
df(p+th)| D he,. Y he, | = d*f(p+th)(h,....h).
=1 =1
Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass d*f (p) € £*(V, R) in jedem ihrer k Argumente linear ist. Insgesamt
haben wir damit fiir 1 < k < m die Gleichung g™ (t) = d*f (p + th)(h, ..., h) bewiesen.

Mit Satz|(8.5)|erhalten wir nun ein £(h) € ]0, 1[, so dass die Gleichung g(1) = m1 Le®(0) + L g®)(E(R)) erfiillt
k=0 k! p!

ist; die Summe erhélt man dabei durch Einsetzen von 1 in das (m — 1)-te Taylorpolynom 7,,_;(g,0). Es folgt

p—1 p—1
Fo+h) =5(1)= 35 35890) + g PEW) = F0) + D, d @)t + 0" (p + EIRIh, ...
k=0 " : k=1 " :

Das mehrdimensionale Taylorpolynom an der Stelle p, ausgewertet im Punkt p + h, hat die Form

calFDYp R = f(p)+ kZml SR = f)+ 121 S F )P, )+ 0" ()R ).
Der Fehlerterm in der Aussage unseres Satzes ist also gegeben durch die Differenz
Y = - d"f o+ ERR ) " ()R ) =
» ; 221 (8 0+ EOW =3, FP)) oy,

Legen wir die || - ||oo-Norm zu Grunde, so gilt die Abschétzung |h; ...h; | < [|h||™. Weil unsere Funktion m-mal stetig
differenzierbar ist, sind die m-fachen partiellen Ableitungen J; ; f stetig. Fiir h — 0 gilt £(h)h — 0 wegen &(h) €
10,1 fiir alle h; somit lauft 9; ; (f(p + &(h)h) — f(p)) auch gegen Null. Insgesamt ist damit ||h||"™(h) — O fiir

h — 0 nachgewiesen. |

1Im

Die Taylorpolynome fiir m = 1, 2 sind also gegeben durch

T(f,p)x) = fP)+df(P)x—p) = f(P)+df(p)-(x—p) = f(p)+i:3if(p)-(xi—pi)
und
T(f,p)x) = f(p)+df(p)x—p)+d*f(p)x—p,x—p) =
FP)+df(P)-(x=p)+3 ‘(x—p)- #(f)P)-(x—p) =

F@+D.8F () (i —p)+3 D 2.8, () —p)(x; — pj).
i=1

i=1 j=1



Als fiir die Anwendungen wichtigen Spezialfall von Satz|(8.7)|notieren wir

(8.8) Folgerung Sei U C R" offen, f : U — R eine Funktion und p € U ein Punkt, in dem f

zweimal differenzierbar ist. Dann gibt es eine Funktion v : U, — R mit

flp+h)=fP)+df(p)-h+3 h-#(f)(p)-h+y(h)  und lim IRlI724p(R) = 0.

Zur Illustration der bisher behandelten Konzepte berechnen wir das zweite Taylorpolynom der Polynomfunktion
f(x,y)=x2+3y%—7xy+5x—3y +8 an der Stelle (3, 5). Die partiellen Ableitungen von f bis zur zweiten Ordnung
sind gegeben durch

of(x,y) = 2x—7y+5
o f(x,y) = —7x+6y—3
of(x,y)=2 , Opf(x,y)=0nf(x,y)==7 , 0Opnf(x,y)=6.

Der Funktionswert, die erste Ableitung (Jacobi-Matrix) und die zweite Ableitung (Hesse-Matrix) an der Stelle (3, 5)
sind gegeben durch

2 -7
f3,5)=-13 , df(3,5)=(-24 6) , %”(f)(B,S):(_7 )

Das zweite Taylorpolynom an der Stelle (3, 5) ist also gegeben durch

-3 _3

y—
x—3 2 -7 x—3
= (-13)+(-24 6 +1i(x=3 y-5
( ) y=5 d y=s) -7 6 J\y->5
= (—13)+(—24x + 6y +42) + 2(2x> — 14xy + 58x + 6y> — 18y —42) = x*+3y?—7xy+5x—3y +8.

Die Funktion f stimmt also mit ihrem zweiten Taylorpolynom an der Stelle (3, 5) iiberein. Dies bedeutet, dass Folge-
rung|(8.8)|fiir p = (3, 5) mit dem Fehlerterm 1) = 0 erfiillt ist. Man kann zeigen, dass allgemein jede Polynomfunktion
auf dem R" fiir hinreichend groRes m gleich ihrem Taylorpolynom 7 ,,(f, p) ist, wobei der Entwicklungspunkt p € R"

beliebig gewéhlt werden kann.



(8.9) Definition Sei U C R" eine beliebige Teilmenge, a € U und f : U — R eine reellwertige

Funktion. Man sagt, f hat im Punkt a ein

(i) lokales Maximum, wenn eine Umgebung U’ C R" von a existiert, so dass f(a) = f(x)

fiir alle x € U N U’ gilt,

(i) isoliertes lokales Maximum, wenn U so gewahlt werden kann, dass sogar f(a) > f(x)
fiir alle x € (UNU") \ {a} erfiillt ist.

Entsprechend definiert man lokale Minima und isolierte lokale Minima. Wie in der Analysis einer

Variablen verwenden wir den Begriff Extremum als Oberbegriff fiir Minima und Maxima.

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Extrema von Funktionen, die auf offenen Teilmengen des R" definiert sind.

Wie in der Analysis einer Variablen zeigen wir

(8.10) Satz (notwendiges Kriterium fiir Extrema)

Sei U C R" offen, f : U — R differenzierbar und a € U ein lokales Extremum von f.
Dann gilt df (a) = 0.

Beweis: Wir behandeln nur den Fall, dass f an der Stelle a ein lokales Maximum besitzt. Nach eventueller Verklei-
nerung von U kénnen wir f(a) > f(x) fiir alle x € U annehmen. Sei k € {1,...,n} und die Funktion g fiir alle t € R
mit hinreichend kleinem Betrag durch g(t) = f(a + te;) definiert. Dann gilt g(0) > g(t) fiir diese ¢t und aullerdem
g’(0) = J,f (a). Die Funktion g besitzt also in 0 ein lokales Extremum. Wie in der Analysis einer Variablen gezeigt
wurde, folgt daraus 3, f (a) = g’(0) = 0. Es gilt also 9, f (a) =0 fiir 1 < k < n, und daraus folgt df (a) = 0. O

Einen Punkt, in dem die erste Ableitung einer Funktion f verschwindet, bezeichnet man als kritische Stelle von f .
Wie in der Analysis einer Variablen gibt es auch hinreichende Kriterien fiir Extrema, die mit der zweiten Ableitung

der Funktion zusammenhéngen.

(8.11) Satz (hinreichende Kriterien fiir Extrema)

Sei U € R" offen, f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und a € U eine

kritische Stelle von f.

(i) Ist #(f)(a) positiv definit, dann besitzt f in a ein isoliertes lokales Minimum.
(i) Ist #2(f)(a) negativ definit, dann besitzt f in a ein isoliertes lokales Maximum.

(iii) Ist #2(f)(a) indefinit, dann hat f in a kein lokales Extremum.



Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen ist Folgerung [(8.8)| anwendbar. Wie dort bezeichnen wir den Fehlerterm
mit 1), und die Hesse-Matrix 5 (f )(a) € /4, g mit A.

zu (i) Weil A positiv definit ist, gilt ‘hAh > O fiir alle h € R" mit v # Og.. Nach dem Maximumsprinzip, Satz
angewendet auf die kompakte Menge S = {h € R" | ||h|| = 1}, besitzt die Abbildung S — R, h — ‘hAh ein
positives Minimum m. Wegen limy,_, ||h|| "2 (h) = 0 gibt es ein £ € R*, so dass |y (h)| < ‘11m||h||2 fiir alle h € R™ mit
0 < ||h|| < ¢ gilt. Definieren wir hy = ||h|| " h fiir ein solches h, dann ist h, in S enthalten. Sofern a +h in U liegt, gilt

somit
fla+h) = fla)+3 ' 'hah+p(h) = f(a)+ ;llhll* *hoAhy +1p(h)
2 f(@)+gzmlhl?=zmlhl> = f(@+gmlhl? > f(a).
Es gilt also f (x) > f(a) fiir alle x € B,(a) N U. Dies zeigt, dass f in a ein isoliertes lokales Minimum besitzt.

zu (ii) Der Beweis dieser Aussage kann durch Betrachtung der Funktion —f auf (i) zuriickgefiihrt werden. Ist
namlich A = #2(f )(a) negativ definit, dann ist 2#(—f)(a) = —A positiv definit, und ein isoliertes lokales Minimum

von —f ist ein isoliertes lokales Maximum von f.

zu (iii) Auf Grund der Voraussetzung gibt es Vektoren v,w € R" mit "vAv > 0 und 'wAw < 0. Wegen der Eigen-
schaft limy_,q ||| 722 (h) = 0 des Fehlerterms und wegen ||tv||™2 = t2||v||2 und ||tw|| ™2 = t2||w|| ™2 fiir t # 0 gilt
insbesondere auch lim,_,, t 24(tv) = 0 und lim,_,, t 2¢(tw) = 0. Fiir jede Konstante y € R" existiert somit ein
£ € R™ mit der Eigenschaft, dass [y(th)| < yt? fiir h € {v,w} und alle t € R mit |t| < ¢ gilt. Insbesondere kénnen
wir ¢ € R" so klein wéhlen, [y (th)| <  |'(th)A(th)| = t*|'hAh| fiir h € {v,w} und alle t € R mit 0 < |t| < ¢ erfiillt

ist. Ist nun t € R so gewahlt, neben dieser Bedingung auch a+tv € U und a +tw € U gilt, dann erhalten wir sowohl
fla+tv) = fl@+3 (A +Y(ty) > fl@+i2vAr—1t2vAav = fla)+3t2va > f(a)
als auch

fla+tw) = fla)+3 (EwAw)+yp(tw) < f(a)+ 3t ‘wAw— 3t* ‘wAw

= f(a)+%t2twAw < f(a).

Dies zeigt, dass in jeder beliebig kleinen Umgebung von a Punkte x, y existieren mit f(x) > f(a) und f(y) < f(a).

Dies zeigt, dass f an der Stelle a kein lokales Extremum besitzt. m|

Wir betrachten die Funktion f : R? — R gegeben durch f(x, y) = y?(x —1) +x2(x + 1). Die erste Ableitung und die

Hesse-Matrix von f sind gegeben durch

6x + 2 2y )

/ _ 2 2 _ =
Fleay) =02 +3x74+2x 2x—1)y)  und  #(F)x.) (Zy .

Zunichst bestimmen wir die kritischen Punkte der Funktion, also die Punkte (x, y) € R? mit

fllx,y) = (*+3x>+2x 2(x—1)y) = (0 0).



Wegen 2(x — 1)y = 0 muss x = 1 oder y = 0 sein. Ist x = 1, dann ist die zweite Komponente gleich y? + 5 und
kann somit nicht Null sein. Also bleibt nur die Méglichkeit y = 0 {ibrig, und wir erhalten fiir die erste Komponente
den Ausdruck 3x? + 2x = 3x(x + %). Dieser ist genau dann gleich Null, wenn x = 0 oder x = —% ist. Die beiden

kritischen Punkte sind also (0,0) und (—2, 0). Die Hesse-Matrizen in diesen beiden Punkten sind gegeben durch

%(f)(0,0)=(§ _02) und %’(f)(—%,m:(_oz _(1_0)

3
Die Matrix #(f)(0,0) ist indefinit, denn fiir die Einheitsvektor e; = (1,0), e, = (0,1) gilt ‘e;5#(f)(0,0)e; =
2> 0 und ‘e, #(f)(0,0)e, = —2 < 0. Also liegt nach Teil (iii) von Satz an der Stelle (0,0) kein lokales
Extremum vor. Andererseits ist #2(f )(—Z, 0) negativ definit, denn fiir einen beliebigen Vektor v = (x, y) # (0, 0) gilt
Y (f )(—%, 0y =—2x%— %0 y2 < 0. Nach Satz (ii) besitzt f in (—%,O) also ein isoliertes lokales Maximum.

Graph der Funktion f

Man erkennt deutlich das lokale Maximum (rot) an der Stelle (—%, 0) und die
kritische Stelle (0,0) im blaugriinen Bereich, an der kein lokales Extremum existiert.

Ist die Hesse-Matrix an einer kritischen Stelle a positiv oder negativ semidefinit, erfiillt die zweite Ableitung also
nur f”(a)(v,v) = 0 fiir alle v € R" oder f”(a)(v,v) < 0 fiir alle v € R", dann ist keine allgemeine Aussage iiber das
Auftreten von Extrema moglich. Als Beispiel betrachten wir die Funktionen g und h definiert durch g(x,y) = x2+y3

und h(x,y) = x%+y*.

Funktionsgraphen von g und h

Beide Graphen besitzen an der Stelle (0, 0) einen kritischen Punkt, und die Hessematrix ist in beiden Féllen positiv semidefinit.
Aber nur die Funktion h besitzt in (0, 0) ein lokales Minimum.

— 90 —



Es gilt g’(x,y) = (2x 3y?)und h'(x,y) = (2x 4y>), also ist (0, 0) fiir beide Funktionen eine kritische Stelle. Es gilt

2 0 2 0
%’(g)(x,y)=(0 6y) und %(h)(x,y)=(0 12y2)

#@)0,0=(> ° a wmo0=|>"°
50510 o o o of

d.h. die Hesse-Matrix ist bei (0,0) jeweils positiv semidefinit. Die Funktion h besitzt bei a offenbar ein isoliertes

also insbesondere

lokales Minimum, denn an allen Stellen # (0, 0) nimmt h nur positive Werte an. Dagegen ist g(¢,0) = £ fiir beliebig

kleine £ € R™ positiv, wihrend g(0,—¢) = —&® negativ ist. Also besitzt g bei (0,0) kein lokales Extremum.

Wenigstens ist die positive Semidefinitheit ein notwendiges Kriterium fiir das Auftreten lokaler Minima.

(8.12) Satz Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, a € U ein kritischer
Punkt von f und A= 52(f)(a).

(1) Besitzt f bei a ein lokales Minimum, dann ist A positiv semidefinit.

(ii) Besitzt f bei a ein lokales Maximum, dann ist A negativ semidefinit.

Beweis: Wieder geniigt es, die Aussage (i) zu beweisen, weil (ii) durch Ubergang zu —f auf (i) zuriickgefiihrt werden
kann. Nehmen wir nun an, dass a ein lokales Minimum von f, die Matrix A aber nicht positiv semidefinit ist. Dann
gibt es eine Vektor v € R" mit ‘vAv < 0. Wie im Beweis von Satz (iii) zeigt man, dass in jeder beliebig kleinen
Umgebung von a ein Punkt x mit f (x) < f(a) existiert. Aber dies widerspricht der Annahme, dass f in a ein lokales

Minimum besitzt. O
Anhang: Der Beweis von Satz|(8.2)

Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber n, dass die angegebene Abbildung ¢ ein Homomorphismus von R-
Vektorrdumen ist, und dass eine Abbildung £"(V,W) — £™(V,W) existiert, die jedem ¢ € £L"(V,W) ein <j§ €
2"V, W) mit 43(\/1) o (vy) = ¢(vy,...,v,) flr alle vy, ...,v,, € V zuordnet. Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden

Abbildungen zueinander invers sind. Insgesamt ist durch ® somit ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen definiert.

Wir beginnen nun mit dem Induktionsbeweis. Fiir n = 1 gilt £™(V, W) = £™(V, W), und & ist die Identitit. In diesem
Fall braucht also nichts gezeigt werden. Sei nun n € IN, und setzen wir die Aussagen fiir dieses n voraus. Sei ql; ein
Element aus ™ (V, W) = £(V, £"(V,W)), und sei ¢ = <I>(¢3) wie angegeben definiert. Fiir jedes v; € V definieren
wir ¢;v1 € £™(V,W) durch (ﬁvl = <¢§(v1). Nach Induktionsvoraussetzung ist die Abbildung ¢, : V" — W gegeben
durch ¢, (vo, s, Vpy1) = 431;1("2) woe (Vay1) in £™(V, W) enthalten, und nach Definition gilt

¢(V1:"'7 Vn+1) = qg(V1)---(Vn+1) = q-’;vl(vz)"'(vrﬁl) = ¢v1(v2"":vn+1)'

Wegen ¢, € £"(V,W) ist ¢ also fiir 2 < k < n+ 1 jeweils in der k-ten Komponente linear. Auch in der ersten
Komponente ist ¢ linear. Weil nimlich ¢ in £"*1(V,W) = £(V, £™(V,W)) liegt, ist die Abbildung v, — ¢;V1 linear.



Daraus folgt fiir alle v;,v] €V, vy, ...,v,,; € V und A € R sowohl

P +V Ve Vis1) = Pu (Vo Vir) = b (0) (V) = (b, + 0 )00) e (V) =
qgvl (VZ) (VrH—l) + qgv{ (VZ) (Vn+1) = ¢v1 (V2> AL] Vn+1) + ¢v{ (VZJ (a3 Vn+1)
= ¢(V1,V2,...,Vn+1)+¢(V1,V2,...,Vn+1)

als auch

GAvy, Vo, e Vpg1) = ¢?w1 (Vay s Vng1) = dglvl (v2) (Vo) = (Aqgvl)(vz) e (V1)
= A'd;vl(vz)"'(vrwl) = )L(pvl(VZ’ "':Vn+1) = A¢(V1,Vz,..., Vn+1)~

Insgesamt ist ¢ also in allen n + 1 Komponenten linear und damit ein Element von .£"*!(V, W). Dariiber hinaus ist
die Abbildung & ist linear. Denn fiir beliebige ¢, € L™ (V,W) und A € R gilt jeweils

(P +P)(Vi, Voo Vig1) = OV, Ve, e Vp1 ) F YV, Vo ey Vi) =
PV oo Vs ) FP()(V) . (Viy1) = ( +P) 1)) oo (V1)

und

APV, Vo Va)) = APV Vis) = AP0 ns1) = AG)D(V2) oo (V)
fiir beliebige vy, ...,v,4; € V. Diese Gleichungen zeigen, dass tatsichlich 3(p+Y) = ¢ +v¢ = &($)+ o) und
d(AP) = A = Ad(¢) erfiillt ist.

Nun beweisen wir noch die Aussage zur Umkehrabbildung. Sei ¢ € £""(V,W). Dann ist fiir jedes v; € V die
Abbildung ¢, : V" — W gegeben durch ¢, (vy, ..., Voi1) = ¢ (v, Vo, e, Vi) in £L7(V, W) enthalten, denn weil ¢ in
jeder ihrer Komponenten linear ist, gilt dasselbe auch fiir die Komponenten von ¢,, . Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es ein Element (;13,,1 € £"(V,W) mit (ﬁvl (v2) - (Vps) = @y, (va, oo Vyy) filir alle vy, ..., v, 4. Definieren wir eine
Abbildung <13 1V - £"(V,W) durch ¢;(V1) = ‘ﬁvw so ist dies ein Element von £ (V,W) = £(V, £™(V,W)), denn
auf Grund der Linearitit von ¢ in der ersten Komponente gilt fiir alle v;,v; €V, v,,...,v,,; € V und A € R jeweils
P +VIM) e 1) = Pt ) e Vi) = byt oo Vost) = SV + V], Vo, Vi)
= (v, Ve Vpy1) t+ ¢(V{’ VosesVni1) = @y (Vo, e, Vpgg) + ¢v;(Vza v Vig1)
bo, (V2) oo V) + B (V) oo Vi) = POD(V2) oo (V1) + S (32) o (V1)
= (G +DIV2) e (Viy)

und

POV - Var)) = G2, (1) (ns1) = by, (oo Vain) = D(AV1, V0 Vi)
= 200V Vis1) = Ay Vi) = AGy (1) (V) = AG()(2) - (Vi)
= AP)v)(v2) o (Vps1)
also ¢ (v, + Vi) = d(v) + dg(v{) und $(Av;) = Ap(v,). Insgesamt existiert also fiir jedes ¢ € L™(V,W) ein $ €

g?nJrl(Va W) mit qg(vl)(VZ) (er-l) = qgvl (VZ) (VJ‘H—I) = ¢v1 (VZ’ seey vn+1) = ¢(V1, Voseees Vn+1) fiir alle ViV, 000 Vi €

V. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. m|



Der Beweis lasst sich bedeutend iibersichtlicher fithren, wenn das Konzept der Tensorprodukte zur Verfiigung steht.
Aus Zeitgriinden sind wir hier nicht der Lage, die genaue Definition des Tensorprodukts V® W zweier R-Vektorrdume
V, W anzugeben. Wir erwidhnen lediglich, dass es sich dabei um einen R-Vektorraum handelt, dessen Elemente, die
auch als Tensoren bezeichnet werden, in der Form v; ® w; + ... + v, ® w, geschrieben werden konnen. Dabei gelten
fir A€ R, v,v' €V und w,w’ € W jeweils die Rechenregeln (v +v)@w =vow+v'ow,v®(w+w)=vew+vew’
und (AV)@w=v® (Aw) =A(v@w).

Sei V* der R-Vektorraum der linearen Abbildungen V — R, auch Dualraumvon V genannt. Dann kann fiir ¢4, ..., ¢, €

V* und w € W das Element ¢; ® ... ® ¢, ® w iiber die Definition

(@1@---®QP“®W)(V1,---,VH) = @1(V1)"'90n(vn)'w

als multilineare Abbildung V" — W betrachtet werden; die n-fache Linearitét ergibt sich direkt aus der Linearitét

von @y, ..., ¢,. Sind V und W endlich-dimensional, so erhélt man auf diese Weise einen Isomorphismus

12

V'®..eV' e W L™V, W)
~—————

n-mal
von R-Vektorraumen. Auf Grund der rekursiven Definition zu Beginn dieses Kapitels gilt andererseits £'(V, W) =
LWV,W) VW, LXV,W) = L(LWV,W) =V e L(V,W) = V*®V*®W und allgemein fiir jedes n € IN
jeweils £"(V,W) &£ V*® ...® V* ® W, auch hier mit n Faktoren V*. Dies zeigt, dass die R-Vektorrdume £"(V, W)

und £"(V, W) auf natiirliche Weise isomorph zueinander sind.



§ 9. Untermannigfaltigkeiten und Extrema unter Nebenbedin-
gungen

Inhaltsiibersicht

Bisher haben wir bei der Bestimmung von Extrema nur Funktionen betrachtet, die auf offenen Teilmengen des R"
definiert sind. Haufig, zum Beispiel in vielen physikalischen Anwendungen, interessiert man sich aber fiir Extrema von
Funktionen, deren Definitionsbereich auf Teilmengen eines allgemeinere Typs eingeschrénkt ist. Oft handelt es sich
dabei um eine glatte Kurve oder Fldche, allgemeiner um eine sog. Untermannigfaltigkeit des IR". Grob gesprochen
ist dies eine Teilmengen des R", die als Nullstellenmenge eines Systems stetig differenzierbarer Funktionen dargestellt
werden kann. Dieses System muss eine zusétzliche technische Bedingung erfiillen, die Knoten, Knicke oder sonstige
UnregelméRigkeiten in der geometrischen Struktur ausschlief3t.

Ist nun U € R" nun eine offene Teilmenge, f : U — R eine Funktion und M € R" eine solche Untermannigfaltig-
keit, dann bezeichnet man die lokalen Extrema von f|,, als lokale Extrema von f unter Nebenbedingungen (dass
némlich in den Extrema die definierenden Gleichungen von M erfiillt sind). Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin,
ein einfach zu tiberpriifendes notwendiges Kriterium fiir solche Extrema aufzustellen und somit das Kriterium aus § 8
zu verallgemeinern.

Wichtige Begriffe und Scitze

e Untermannigfaltigkeit des R"
e Karte einer Untermannigfaltigkeit, Koordinatenumgebung
e lokales Extremum unter Nebenbedingungen

e Lagrange-Multiplikator notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema unter Nebenbedindungen

(9.1) Definition Seien d,n € IN mit d < n. Eine Teilmenge M C R" wird d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R" genannt, wenn fiir jeden Punkt p € M folgende Bedingungen
erfiillt sind.

(i) Es gibt eine offene Umgebung U und %'-Funktionen ¢y, ..., p,_q : U = R, so dass
MNU={xeU| g (x)=...=¢,_4(x) = 0} erfiillt ist.

(i) Es gilt dim(d ¢, (p),...,dpn—q(p))gr =n—d.

Die erste Bedingung besagt also, dass M in einer Umgebung von p durch n — d Gleichungen definiert werden kann.
Die zweite Bedingung ist offenbar dquivalent dazu, dass die totalen Ableitungen ¢](p), ..., ¢, _,(p) als Elemente des

RR-Vektorraums Z(RR", R) linear unabhéngig sind.



Schauen wir uns eine Reihe von Beispielen fiir Untermannigfaltigkeiten an.

@

(ii)

(iii)
@iv)
)

(vi)

Jeder d-dimensionale Untervektorraum M C R" kann als Losungsmenge eines Systems von n —d linear un-

abhingigen Gleichungen
filx) = aux;+..+apx, = 0 , 1<i<n—d

beschrieben werden. Weil die Funktionen f; linear sind, stimmen sie in jedem Punkt mit ihrer eigenen Ablei-

tung liberein. Deshalb ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R".

Der Kreis S' C IR? mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 wird beschrieben durch die Gleichung f (x, y) = x?+y?—1 =
0. Es gilt df (x,y) = (2x 2y) und somit df(x,y) # O fiir alle (x,y) € S'. Also ist S! eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit im R2. Genauso zeigt man, dass die Sphére S*> = {(x,y,z) € R3 | x2+y?+22—1=0}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im R® und allgemeiner die sogenannte n-Sphére

Zn:xf—lzo}

i=0

st = {(xo,...,xn)ell‘i“+1

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R™** ist.
Die Hyperbel gegeben durch H = {(x, y) € R? | xy — 1} ist eine 1-dim. Untermannigfaltigkeit im R2.
Das Rotationsparaboloid P = {(x,y,z) € R® | 2 — x? — y? = 0} ist eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit im R>.

Der Kegel C = {(x,y,2z) € R® | 22 — x* — y? = 0} ist keine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R3, weil
die Ableitung (x,y) — (—2x —2y 2z) der definierenden Funktion im Punkt (0, 0,0) verschwindet. Entfernt

man diesen Punkt, dann erhilt man durch C = C \ {(0,0,0)} eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Auch die sogenannte Neillsche Parabel N = {(x,y) € R? | y?— x® = 0} und die Kurve gegeben durch
C = {(x,y)eR?|y?=x*(x+1)}

werden erst dann zu 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R?, wenn man den Punkt (0,0) entfernt.

(9.2) Satz Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R". Dann gibt es fiir jeden
Punkt p eine offene Umgebung U im R" und einen ¢ '-Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine

offene Teilmenge V C R", so dass
dpMNU) = {0} IxRHNV

erfiillt ist. Man nennt ¢ eine Karte der Untermannigfaltigkeit und das Paar (U, ¢) eine Koordi-

natenumgebung des Punktes p.

Beweis: Seip € M, U C R" eine offene Umgebung von p, und seien ¢, ..., 9,4 : U = R %'-Funktionen mit der
Eigenschaft, dass die Bedingungen (i) und (ii) aus Definition|(9.1)|erfiillt sind. Auf Grund der Bedingung (ii) und des



Basisergénzungssatzes aus der Linearen Algebra konnen wir das Tupel von Elemente des R-Vektorraums Z(R", R)
gegeben durch (dy;(p),...,dp,—_q(p)) durch Elemente ¢,_4.1,...., ¢, € L(R",R) zu einer geordneten Basis dieses
RR-Vektorraums ergénzen. Es sei nun ¢ : U — R" die Abbildung mit den Komponenten ¢, ..., ¢,. Weil ¢; sowohl fiir
1<i<n—dalsauch fiirn—d < i < n eine ¢'-Abbildung ist, handelt es sich auch bei ¢ um eine ¢*-Abbildung. (Es
gilt dp;(x) = ¢, fiir alle x € U und n—d < i < n, weil ¢, jeweils eine lineare Abbildung ist. Die Ableitungsfunktion

von (; ist also jeweils konstant auf U, und damit auch eine stetige Funktion.)

Auf Grund unserer Konstruktion ist die totale Ableitung d¢ (p) € £ (R", R") invertierbar. Wir iiberpriifen dies, indem
wir nachweisen, dass die Bildvektoren d ¢ (p)(e;) mit 1 < j < n linear unabhéngig sind. Die Komponenten dieser Bild-
vektoren sind nach Definition gegeben durch dp;(p)(e;) mit 1 < i < n. Die lineare Unabhéngigkeit der Bildvektoren
ist also dquivalent dazu, dass die Matrix A= (qa;;) € .#,, i mit den Eintrédgen a;; = d;(p)(e;) vollen Rang besitzt. Auf
Grund des Rangsatz aus der Linearen Algebra ist dies dquivalent zur linearen Unabhingigkeit der Zeilen der Matrix.
Wiren diese nicht linear unabhéngig, dann gébe es A4, ..., A, € R, nicht alle gleich null, mit Z?zl Aidp;(p)(e;) = O fiir
1 < j < n. Die lineare Abbildung ¢ € Z(IR",R) gegeben durch ¢ = Z?:l A;dp;(p) wiirde also auf allen Elementen
der Einheitsbasis des R" den Wert O liefern, und daraus wiederum wiirde sich Z?Zl Aid;(p) = Oggn r) €rgeben.

Aber dies ist unmaglich, weil die Elemente d¢;(p) mit 1 <i < n eine Basis des R-Vektorraums ¥ (RR", R) bilden.

Aus der Invertierbarkeit von d¢ (p) € £Z(R", R") folgt, dass fiir die Abbildung ¢ : U — R" insgesamt die Vorausset-
zungen des Satzes|(7.5)|iiber die lokale Umkehrbarkeit erfiillt sind. Nach Verkleinerung von U kénnen wir also davon
ausgehen, dass es sich bei ¢|; um einen %'-Diffeomorphismus zwischen U und einer offenen Teilmenge V C R"

handelt. Wir iiberpriifen nun die Gleichung
dpMNU) = (o} iIxRYHNV.

Es geniigt, die Aquivalenz y € ¢(MNU) < y € (R?x{0}"¢) fiir alle y € V zu kontrollieren, denn fiir alle y € R*\V
ist offenbar weder y € (R¢ x {0}""9) NV noch y € ¢$(M N U) erfiillt, Letzteres wegen ¢(M NU) € ¢(U) = V. Sei

also y € V vorgegeben, und x € U der eindeutig bestimmte Punkt mit ¢(x) = y. Dann gilt tatsdchlich

yep(MnU) & ¢x)ep(MNU) & xeMnNU & pi(x)=0firl<i<n-—d

& y,=0firl<i<n—d & ye{0}"xR! < ye({o}" xRNV O

(9.3) Definition Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" und f : M — R

eine reellwertige Funktion auf M. Man bezeichnet einen Punkt p € M als

(i) globales Maximum auf M, wenn f(p) > f(x) fiir alle x € M gilt und als

(ii) lokales Maximum auf M, wenn eine Umgebung U von p im R" existiert, so dass f (p) =
f(x) fiir alle x € M NU erfiillt ist.

Entsprechend sind globale und lokale Minima auf M definiert, und wie immer ist , Extremum

auf M“ der gemeinsame Oberbegriff fiir Minimum und Maximum.



Ist die Funktion f auf einer Teilmenge U C R" mit U 2 M definiert, so bezeichnet man ein globales Maximum von
f |y auf M (etwas ungenau) als globales Maximum unter Nebenbedindungen, und dieselbe Terminologie ist auch
fiir globale Minima und lokale Extrema iiblich. Wir konnen nun ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema auf

Untermannigfaltigkeiten herleiten.

(9.4) Satz Seien M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R", U € R" offen, p € MNU
und ¢, ..., p,_q Funktionen, so dass die Bedingungen (i) und (ii) aus Def. [(9.1)]erfiillt sind. Sei
f : U — R eine weitere ¢ -Funktion. Ist p ein lokales Extremum von f |,;~y, dann gibt es reelle
Zahlen A4, ..., A,_4 € R, so dass in Z(R",R) die Gleichung

n—d
df(p) = ledcpj(p) erfiillt ist.
=1

Man bezeichnet die Zahlen A; mit dieser Eigenschaft als Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis: Wir konnen uns beim Beweis auf den Fall beschrinken, dass im Punkt p ein lokales Maximum von f |3~y
vorliegt. Durch Anwendung von Satz konnen wir die offene Umgebung U von p so verkleinern, dass ein €*-
Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge V C R™ existiert, mit der dort angegebenen Eigenschaft
d(MNU) = ({0}"¢ x RY) N V. Durch weitere Verkleinerung von U kénnen wir erreichen, dass f (p) > f(x) fiir alle
x € MNU erfillt ist. Dabei sind die ersten n—d Komponenten von ¢ wie im Beweis von Satz[(9.2)|durch ¢, ..., 9,4
gegeben.

Bezeichnen wir mit ¢ : V — U die Umkehrfunktion, dann ist § = f o ¢ eine reellwertige %*-Funktion auf V.
Sei nun auBerdem ¢ : RY — R" die lineare Abbildung gegeben durch u(ej) = e,_q4j flir 1 < j < d; es gilt dann
L(RY) = {0} x RY. Dann ist V = «"}(V) eine offene Teilmenge von RY, und g = f o) o ¢ ist eine reellwertige
%1-Abbildung auf V.

Wegen p € M NU gilt ¢(p) € {0}"¢ x RY, es existiert also ein Punkt ¢ € R? mit ¢(p) = (Ogs-a,q). Dieser Punkt ist

ein globales Maximum von g. Denn wegen (0, q) = p gilt einerseits

gl@) = (foyodq = (foy)0,9) = f(p).

Fiir alle y € V gilt andererseits 1(y) € ({0} x RY) NV, deshalb liegt x = (3 ot)(y) in M N U, und es folgt
2(q) = f(p) = f(x) = g(¥). Weil g damit erst recht ein lokales Maximum der Funktion g ist, kénnen wir Satz[(8.10)

anwenden, und es folgt dg(q) = 0¢(ge r)- Auf Grund der mehrdimensionalen Kettenregel gilt

O¢ememy = dgl@) = d(fovou)g) = df((¥ou)(@)ed(por)(q) = df(¥(0,q))ody(u(g))edi(q)
= df(p)edy(ug)or = df(p)edy(0,q)or.



Die soeben bewiesene Gleichung besagt, dass d f (p) auf dem Bildraum W = (d4(0,q) ot)(R?) den Wert 0 annimmt.
Weil d1(0, q) invertierbar ist und ¢(IR?) die Dimension d besitzt, ist W ein d-dimensionaler Untervektorraum des
R™. Die Aussage des Satzes ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass der Untervektorraum L € Z(RR", R) gegeben
durch L = {¢ € Z(R",R) | ¢|y = 0} mit {(dp,(p),....,dp,_4(p))r Ubereinstimmt, denn dann kann df(p) wie

behauptet als Linearkombination der Elemente d¢;(p) mit 1 < j < n—d dargestellt werden.

Ist (Wy,...,w ) eine geordnete Basis von W, dann ist L der Kern der surjektiven linearen Abbildung £(R", R) — R¢,
@ = (p(wy),..., (wy)). Aus dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen folgt, dass . genau wie der Untervektor-
raum (d¢;(p), ...,dp,_q4(p))r des R-Vektorraums Z(RR", R) die Dimension n—d hat. Deshalb geniigt es, die Inklusion
(d1(p), .-, dp,—q(P))r C L nachzuweisen, wozu es wiederum geniigt, d;(p) € L fiir 1 < j < n—d zu iiberpriifen,

was auf den Nachweis von dp;(p)|y = 0 hinauslauft.

Nach Definition von W und ¢ miissen wir tiberpriifen, dass dy;(p) fir 1 < i < d auf dvy(0,q)(e,—q+;) jeweils den

Wert 0 annimmt. Auf Grund von ¢ o vy =idy und der mehrdimensionalen Kettenregel gilt

d¢(p)-dy(0,q) = d¢((0,9))-dy(0,q) = d(¢oy)0,q) = didy(0,q) = E, ,

wobei E, die Einheitsmatrix bezeichnet. Nun ist d p;(p) nach Definition der Abbildung ¢ die j-te Zeile von d¢(p),
und dv(0,q)(e,—q4+;) ist die (n —d + i)-te Spalte von dv(0,q). Den Wert dy;(p)(dy(0,q)(e,—q+;)) erhalten wir,
indem wir den Zeilenvektor d ¢;(p) mit dem Spaltenvektor d1)(0, q)(e,—4+;) multiplizieren; es handelt sich also um
den Eintrag der Einheitsmatrix an der Position (j,n—d +1). Aber wegen j < n—d < n—d +1 hat die Einheitsmatrix

an dieser Stelle den Eintrag 0. |

Wir betrachten ein Anwendungsbeispiel fiir den soeben formulierten Satz. Sei U = R?, die Funktion f : U — R
gegeben durch f(x,y) = x+y und K = S! = {(x,y) € R? | x2 + y? = 1}. Dann ist K die Nullstellenmenge der
Funktion ¢(x,y) = x?+ y?—1, und die Ableitungen von ¢, und f sind in jedem Punkt (x, y) gegeben durch

dcpl(x,y):(Zx Zy) und df(x,y):(l 1).

Wenn f auf K im Punkt (x, y) ein lokales Extremum besitzt, dann muss nach Satz[(9.4)|der Vektor df (x,y) = (1 1)
ein skalares Vielfaches von dy;(x,y) = (2x 2y) sein. Es muss also x = y und 2x? = x2 + x? = 1 gelten. Dies
ist nur fiir die Punkte i(%, 1/%) der Fall. Durch eine direkte Rechnung kann man in der Tat leicht sehen, dass die
eingeschrinkte Funktion f |, im Punkt (—%, —%) ihr Minimum und im Punkt (%, 1/%) ihr Maximum annimmt. Als

Funktion auf R? besitzt f natiirlich keine lokalen Extremstellen, geschweige denn globale.

Als weiteres Beispiel bestimmen wir den Punkt p auf der Ebene E = {(x,y,z) € R® | z = x + y}, der vom Punkt
g = (1,0,0) den kleinsten Abstand hat. Dabei setzen wir als bekannt voraus, dass ein eindeutiger Punkt p mit dieser

Eigenschaft existiert. Zu diesem Zweck bestimmen wir ein lokales Minimum der quadrierten Abstandsfunktion
fIRSR, (Gy,2) - (-1 +y*+22 auf E={(x,5,2)]8(x,y,2)=0} ,

wobei g : R® — R durch (x, y,2) — x + y —z gegeben ist. Die Ableitungen von f und g sind in jedem Punkt gegeben
durch

df(x,y,z)=(2x—2 2y 22) und dg(x,y,z)=(1 1 —1).



Ist p = (x,y,2) € E ein lokales Extremum von f, dann muss nach Satz|(9.4)| die Gleichung (2x —2 2y 22z) =
A(1 1 —1)firein A € R erfiillt sein. Dies liefert das Gleichungssystem 2x —2 = A, 2y = A, 22 = —A, was zu

x = %A +1l,y= %A, z = —%A umgeformt werden kann. Wegen p € E gilt aullerdem
g(x,y,2) =0 & x+y=z < (%A+1)+%A=—%A = )L+1=—%A

r=—1 & Ar=-2

[\CI[e8)

Somit ist p = (x, y,2) = (%,—%, %) der gesuchte Punkt.
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