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Zusammenfassung

Bereits im ersten Semester haben wir das Riemann-Integral fiir beschrénkte Funktionen einer Variablen,
definiert auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall, kennengelernt. Das Ziel dieses Vorlesungsab-
schnitts besteht nun darin, den Integralbegriff auf Funktionen mehrerer Variablen zu verallgemeinern.
Das Riemann-Integral kann auf naheliegende Weise auf héhere Dimensionen iibertragen werden, aller-
dings erweist sich dieses Konzept fiir moderne Anwendungen als nicht flexibel genug. Beispielsweise
hat man es hiufig mit Funktionen auf unendlich ausgedehnten Definitionsbereichen zu tun, und oft ist
auch der Wertebereich der Funktionen unbeschrénkt.

Um einen moglichst vielseitig einsetzbaren Zugang zum Integralbegriff zu erhalten, entwickelt man
zunéchst eine Theorie der Mafse, mit denen man Teilmengen einer gewissen Grundmenge, in der Regel
des R", ein ,,Volumen” zuordnen kann. Das am haufigsten verwendete Maf3auf dem RR" ist das Lebesgue-
Mafs, mit dessen Konstruktion wir uns als erstes beschéftigen werden. Basierend auf dem Maf3begriff
kann man anschlieend gewissen reellwertigen Funktionen auf der Grundmenge ein Integral zuord-
nen. Im Fall des Lebesgue-Mal3es erhédlt man das sogenannte Lebesgue-Integral, das eine Verallgemei-
nerung des Riemann-Integrals darstellt. Nachdem wir die wichtigsten grundlegenden Eigenschaften
und elementare Rechenregeln fiir Integrale hergeleitet haben, befassen wir uns noch mit einigen fort-
geschrittenen Integrationstechniken. Mit dem Satz von Fubini kann beispielsweise die Integration von
Funktionen in hoher Dimension auf kleinere Dimension zuriickgefiihrt werden, und die Transformati-
onsformel stellt eine weitreichende Verallgemeinerung der eindimensionalen Substitutionsregel dar. Im
einzelnen behandeln wir die folgenden Themen:

Inhalte und Mal3e, Konstruktion des Lebesgue-Mal3es
e messbare und integrierbare Funktionen

e Konvergenzsitze

Produktmalfde und Satz von Fubini

Bildmal3e und die Transformationsformel
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§ 1. Die Unlosbarkeit des MafSproblems

Im gesamten Text bezeichnet R die Menge der reellen, R* die Menge der positiven und R, die Menge der nicht-
negativen reellen Zahlen. Ist X eine beliebige Menge, dann bezeichnet 3(X) ihre Potenzmenge, also die Menge aller
Teilmengen A C X.

Ein wichtiges Ziel der Maf3theorie besteht darin, auf einer moglichst grof3en Klasse & von Teilmengen des R" eine
Abbildung u : K — R, U {+00} zu definieren, so dass fiir jedes A € K die Zahl u(A) dem entspricht, was wir intuitiv
unter dem ,,Volumen“ von A verstehen wiirden. Bevor wir uns {iberlegen, welche Eigenschaften eine solche Abbildung
haben sollte, erinnern wir zunéchst an die folgende Definition.

Definition 1.1 Eine Abbildung v : R" — R" wird Bewegung genannt, wenn eine orthogonale
Matrix A € O(n) und ein Vektor v € R" existieren, so dass Y(x) = v + Ax fiir alle v € R" gilt.

Die Bewegungen der Form 7, : R® — R", x — v + x bezeichnet man als Translationen. Weitere Beispiele fiir
Bewegungen sind Spiegelungen an Hyperebenen oder Rotationen um beliebige (n — 2)-dimensionale Drehachsen.
Man kann zeigen, dass die Bewegungen genau die Abbildungen 1) : R" — R" mit der Eigenschaft ||y (x)—yY(y)ll, =
[|x—y]|, fur alle x, y € R" sind, wobei || - ||, die gew6hnliche euklidische Norm bezeichnet. Man spricht deshalb auch
von abstands-erhaltenden Abbildungen. Sei Teilmengen X,V C R" werden kongruent genannt, und man schreibt
X 2£Y, wenn eine Bewegung 1 des R" mit 1(X) =Y existiert.

Folgende Eigenschaften wiirde man nun fiir eine ,,verniinftige* Volumenfunktion u naheliegenderweise voraussetzen.
Sind A, B Elemente des Definitionsbereichs K von u, dann sollte dies auch fiir AUB, AN B und A\ B gelten. Weitere
natiirliche Bedingungen an u lauten

1) w(@)=0und u(R") =+oo (falls R" in K liegt)

(i) (Normierungsbedingung)
Die n-dimensionalen abgeschlossenen Quader der Form [a;, b;] x ... X [a,,, b,] mit a;, b; € R und a; < b; sind
in K enthalten, und es gilt u(Q) = n;zl(bj —a;).

(iii) (Bewegungsinvarianz)
IstAe K und ¢ : R" - R" eine Bewegung, dann liegt 1(A) in K,
und es gilt u(y(A)) = u(A).

(iv) (endliche Additivitdt)
Sind A, B € K disjunkt (also ANB = @), dann gilt AUB € K und u(AUB) = u(A) + u(B).

Bereits aus (i) und (iv) lassen sich weitere, ,intuitiv naheliegende“ Eigenschaften einer solchen Funktion u herleiten.




Lemma 1.2 Seienr € Nyund A, B,A, ...,A, Elemente aus K, auf denen die Funktion u endliche
Werte annimmt.

(1) Unter der Voraussetzung A C B gilt u(A) < w(B).
(ii) Esist u(AUB) = u(A)+ u(B)— u(ANB).

(iii) Sind die Mengen Ay, ...,A, € K paarweise disjunkt, dann gilt

UAkGIC und u(UAk) = Zu(Ak).
k=1 k=1 k=1

(Dabei bedeutet r = 0, dass die Vereinigung U;::1Ak leer ist. Die Summe auf der rechten
Seiten ist dann gleich Null.)

Beweis: zu (i) Die Menge B kann disjunkt in die Teilmengen A und B \ A zerlegt werden, also gilt u(A) < u(A) +
u(B\A) = u(B).

zu (ii) Die Menge AU B besitzt eine disjunkte Zerlegung in die Teilmengen A\ B, B\ A und AN B. Durch wiederholte
Anwendung der endlichen Additivitit erhalten wir

u(AuB) = wA\B)+u(B\A)+u(AnB) =

U(A\B) + W(ANB) + u(B\A) + u(ANB)—u(ANB) = wu(A)+u(B)—u(ANB).

zu (iii) Auf Grund der Voraussetzung u(@) = 0 ist die Gleichung in den Fillen r = 0, 1 offensichtlich, und auf Grund
der endlichen Additivitat gilt sie auch fiir r = 2. Sei nun r > 2 und die Gleichung fiir alle kleineren Zahlen bereits
bewiesen. Seien Ay, ...,A, € K paarweise disjunkte Mengen. Setzen wir B = A;U...UA,_;, dann gilt u(B) = Z;;ll u(Ag)
nach Induktionsvoraussetzung. Weil B und A, disjunkt sind, erhalten wir weiter

r r—1 r
u(UAk) = wBUA) = uB)+p@A) = D p@Ad+uA) = D A, =
k=1 k=1 k=1

Die Eigenschaft (i) aus dem Lemma, die hdufig als Monotonie bezeichnet wird, ist fiir Volumenberechnungen interes-
sant. Bereits durch die Beschéftigung mit dem Riemann-Integral ist deutlich geworden, dass sich das Volumen vieler
elementar-geometrischer Objekte (wie Kugeln, Pyramiden, Kegel, Zylinder) approximieren l4sst, wenn man diese
durch hinreichend kleine rechteckige Quader ausschopft bzw. einschlief3t. Genauer bedeutet dies, dass man fiir jedes
solche geometrische Objekt O endliche Vereinigungen A, B von ,kleinen“ Quadern bilden kann, so dassA € O C B
und w(A) ~ w(B) gilt. Auf Grund der Monotonie muss dann auch u(O) ungefihr gleich u(A) sein. Dies zeigt, dass
eine Volumenfunktion y mit den Eigenschaften (i) bis (iv) unserer anschaulichen Vorstellung von einem Volumen
wirklich sehr nahe kommt. Aus Griinden, die hauptsichlich auf Anwendungen in der Analysis zuriickgehen, und die
erst im weiteren Verlauf der Vorlesung klar werden, verscharft man die Bedingung (iv) haufig zu

(iv)’ Ist (A, )men €ine abzédhlbare Folge von paarweise disjunkten Elementen aus K, dann gilt

U A,€K und ,u( U Am) = i,u(Am).
m=1

melN melN




Man spricht in diesem Fall von abzdhlbarer Additivitdt oder o-Additivitdt. Diese Eigenschaft impliziert die endliche
Additivitét, denn sind A, ..., A, endlich viele, paarweise disjunkte Mengen aus K, dann kénnen wirA,, =@ firm > r
setzen und erhalten wegen u(@) = 0 die Gleichung unter (iv) zuriick.

Unsere Hauptaufgabe in diesem Kapitel wird darin bestehen, eine Abbildung u mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii)
und (iv)’ auf einer moglichst groen Menge K zu konstruieren. Ideal wére es natiirlich, wenn man K = 3(R") setzen,
also jeder Teilmenge des R" ein Volumen zuordnen konnte. Das Problem, eine solche Zuordnung zu bestimmen, wird
als MafSproblem bezeichnet. Seit langem ist jedoch bekannt, dass diese Problem nicht l6sbar ist.

Satz 1.3 (Guiseppe Vitali, 1905)

Fiir keine nattiirliche Zahl n existiert eine Abbildung u : P(R™) — R, U {+o0} mit den Eigen-
schaften (i), (ii), (iii) und (iv)’.

Beweis: Wir definieren auf R" eine Relation ~ durch x ~ y & x —y € Q". Man {iberpriift unmittelbar, dass es
sich dabei um eine Aquivalenzrelation handelt. Jede Aquivalenzklasse besitzt einen Reprisentanten innerhalb des
Einheitswiirfels [0, 1]", da fiir jedes s € R" sogar ein r € Z" mit 0 <s; —r; < 1 fiir 1 < i < n existiert. Auf Grund des
Auswahlaxioms der Mengenlehre kann also innerhalb von [0,1]" ein Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen
von ~ gewéihlt werden, also eine Teilmenge A € [0, 1]" mit der Eigenschaft, dass jedes fiir jedes s € R" ein eindeutig
bestimmtes a € A mit s ~ a existiert.

SeinunB=[—1,1]"NQ"und C = UreB(r +A). Bei C handelt es sich um eine disjunkte, abzdihlbare Vereinigung von
Teilmengen des R". Die Abzahlbarkeit ist klar, da B als Teilmenge der abzidhlbaren Menge Q" abzahlbar ist. Seien nun
r,r’ € B so gewihlt, dass r +A und r’ +A nicht disjunkt sind. Dann gibt es Elemente a,a’ € Amit r+a = r’+a’. Nach
Definition unserer Aquivalenzrelation folgt a ~ a’ und damit a = a’, weil A ein Reprisentantensystem der Relation
ist. Dies wiederum bedeutet r = r’, also ist die Vereinigung tatsichlich disjunkt.

Nun beweisen wir die Inklusionen [0,1]" € C € [—1,2]". Ists € [0,1]", dann gibt es (auf Grund der Eigenschaft von
A, Reprasentantensystem zu sein) Elemente a c Aund r €e Q" mits =r+a. Firl1 <i<nistr;=s;—q; €[—1,1]
und somit r € [—1,1]". Es folgt s = r + a € C. Ist nun s € C vorausgesetzt, dann gibt es Elemente r € B C [—1,1]"
unda€AC[0,1]"mits=r+a. Aus—1<r;<1lund0<gq; <1lfolgt—1<s; <2fir1 <i<n.

Nehmen wir nun an, g : PB(R") — R, U {+o00} ist eine Abbildung mit den Eigenschaften (i) bis (iv)’. Aus der
Monotonie folgt dann 1 = u([0,1]") < u(C) < w([—1,2]") = 3". Die Eigenschaft (iv’), die Bewegungsinvarianz
sowie die Darstellung von C als disjunkte, abzéhlbare Vereinigung liefern

p©) = Dur+A) = D uA).

r€B reB

Aus Y. _p u(A) = u(C) = 1 folgt u(A) > 0 und somit ), _, u(A) = +00. Dies aber steht im Widerspruch zur zweiten
Ungleichung u(C) < 3". O




Wird an Stelle von (iv)’ nur die schwéchere Bedingung (iv) gefordert, so spricht man vom Inhaltsproblem. Dass auch
dieses Problem i.a. unlosbar ist, wird eindrucksvoll belegt durch das

Satz 1.4 (Banach-Tarski-Paradoxon)

Seien X und Y beschrinkte Teilmengen von R® mit einem nichtleeren Inneren. Dann gibt es eine
natiirliche Zahl n € IN und disjunkte Zerlegungen

X=X,U..UX, und Y=Y,U..UY, ,

so dass X; =Y; fir 1 < j < n erfiillt ist.

Beweis: Ein elementarer Beweis wird in [Str] beschrieben. O

Beispielsweise sind X = [0,1]° und Y = [0,2]® Teilmengen des R> mit einem nichtleeren Inneren, auf welche
folglich die Aussage des Banach-Tarski-Paradoxons angewendet werden kann. Nehmen wir nun an, dass es sich
bei u : P(R™) — R, U {+00} um eine Abbildung mit den Eigenschaften (i) bis (iv) handelt. Sind X1, ...,X,, und
Yy, ..., Y, die Mengen aus der im Banach-Tarski-Paradoxon angegebenen disjunkten Zerlegung, dann liefern diese
Eigenschaften den Widerspruch

1 = wpl01P) = wpX) = Dux) = dur) =
i=1 i=1
uwy) = wp(o2P) = s

Auch im R" fiir n > 4 ist das Inhaltsproblem unlésbar. Fiir n = 1, 2 gibt es {iberraschenderweise Losungen, aber diese
sind nicht eindeutig bestimmt (fiir Beweise siehe [Wa]).




§2. Der Jordansche Inhalt

Zusammenfassung. Um die Konstruktion des Lebesgue-Males vorzubereiten, beschéftigen wir uns in diesem
Abschnitt zunédchst mit den Inhalten auf Mengenringen. Bei Letzteren handelt es sich um Mengensysteme, die
unter gewissen Operationen abgeschlossen sind, unter anderem beziiglich endlicher Vereinigungen. Erstere
ordnen den Mengen in einem solchen System Werte zu, die man als ,,Volumen“ dieser Mengen interpretieren
kann.

Um einen Volumenbegriff zu erhalten, der der anschaulichen Vorstellung nahekommt, betrachten wir zunéchst
den Mengenring der Figuren. Dies sind endliche Vereinigungen von Quadern, denen man auf naheliegende
Weise ein Volumen zuordnen kann. Dieses bezeichnet man als den Jordan-Inhalt der Figur. AnschlieBend wer-
den wir die Definition des Jordan-Inhalt auf eine moglichst grof3e Klasse von Teilmengen des R" fortsetzen.

Wichtige Grundbegriffe

— Mengenhalbring und Mengenhalbalgebra
— Mengenring und Mengenalgebra

— Inhalt auf einem Mengenhalbring

— erzeugter Mengenring

— inneres und dufleres MaR eines Inhalts

— Intervall, Quader, Figar

— Volumen eines Quaders

— Jordan-Messbarkeit und Jordan-Inhalt

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, wird es uns nicht gelingen, beliebigen Teilmengen des R" auf sinnvolle
Weise ein Volumen zuzuordnen. Unser erstes Ziel ist daher die Definition von Mengensystemen, auf denen eine
geeignete Volumenfunktion existiert. In den folgenden Abschnitten bezeichnet  stets eine beliebige Menge.

Definition 2.1 FEine Teilmenge H C B(Q2) wird Mengenhalbring in Q2 genannt, wenn @& € H
gilt und aullerdem folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Sind A,B € H, dann liegt auch AN B in H.

(ii) Fir alle A,B € H gibt es ein r € IN;, und Mengen Cj, ..., C, € H, so dass A\ B als disjunkte
Vereinigung A\ B = C; U ... U C, dargestellt werden kann.

Gilt zusatzlich Q € H, dann nennt man # eine Halbalgebra.

Im ersten Semester haben wir die Intervalle eingefiihrt als Teilmengen I C R mit der Eigenschaft, dass fiir alle
a,b € I mit a < b auch jedes ¢ € R mit a < ¢ < b in I enthalten ist. Die Intervalle sind also genau die konvexen




Teilmengen von R. Es ist leicht zu sehen, dass die Intervalle einen Mengenhalbring in R bilden. Auch die endlichen
Intervalle bilden einen Mengenhalbring.

Satz 2.2 Seien H, H' zwei Mengenhalbringe in Q bzw. Q’. Dann ist auch das Mengensystem

{AxA |Ae H,A € H'} ein Mengenhalbring.

Beweis: Wir bezeichnen das angegebene System von Teilmengen von 2 x Q' mit #”. Zunichst gilt @3 =@ x @ € H”.
Seien nun A x A', B x B’ zwei Elemente in %", mit A, B € H und A’,B’ € H’. Weil # und #’ Halbringe sind, gilt
ANBeHund A’ NB’ € H . Es folgt (AxA)N(B xB’) = (ANB) x (A’ NB’) € #”. Wir haben damit Bedingung (i) der
Halbring-Eigenschaft verifiziert.

Nun zeigen wir, dass (Ax A’) \ (B x B’) fiir #” die Bedingung (ii) in Definition [2.1| erfiillt. Weil # und #’ Halbringe
sind, gibt es r,s € Ny und Mengen Cj, ...,C, € H, Cj, ...,C/ € H', so dass A\ B und A"\ B als disjunkte Vereinigungen

A\B=C;U..UuC, und A'\B'=Cju..uC

dargestellt werden kénnen. Die Menge (A x A’) \ (B x B’) zerfillt disjunkt in die Teilmengen
(ANB)x (A’\B"), (A\B) x (A'nB") und (A\ B) x (A’ \ B’). Es gilt

C; x(A'nB)

-

Il
—

(ANB)x (A'\B) = O(AnB)xc; ., (A\B)x(A'NnB) =
j=1

und L
/ / _ /
@a\B)x@\B) = |J{Jaxc.
i=1j=1
Samtliche Vereinigungen sind disjunkt, und die in den Vereinigungen vorkommenden Mengen sind alle in H” ent-
halten. Damit ist die Halbring-Eigenschaft (ii) nachgewiesen. m|

Als Quaderim R" bezeichnen wir im Folgenden ein kartesisches Produkt I; x ... x I,, von endlichen Intervallen. Nach
Satz[2.2)bilden die Quader einen Mengenhalbring im R".

Definition 2.3 Ein Mengenring ist eine Teilmenge R C P(Q) mit den Eigenschaften, dass
@ € R gilt und mit A,B € R auch AUB und A\ B in R liegen. Gilt zusétzlich Q € R, dann spricht
man von einer Mengenalgebra.

Sind A, B Elemente eines Mengenrings R, dann sind auch die symmetrische Differenz gegeben durch AAB = (A\
B)U (B \ A) und der Durchschnitt ANB = (AUB) \ (AAB) in R enthalten. Insbesondere ist jeder Mengenring ein
Mengenhalbring. Man kann leicht iiberpriifen, dass R mit A als Addition und N als Multiplikation ein Ring im Sinne
der Algebra ist, allerdings ohne Einselement. Der anderorts definierte Begriff der Algebra als Vektorraum mit einer
zusétzlichen multiplikativen Verkniipfung steht allerdings mit unserem Begriff in keinem Zusammenhang.




Wir werden nun sehen, wie aus einem Mengenhalbring auf natiirliche Weise ein Mengenring gewonnen werden
kann.

Definition 2.4 Wir sagen, ein Mengenring R wird von einer beliebigen Teilmenge £ C B(Q2)
erzeugt, wenn R 2 £ gilt und fiir jeden Ring S in Q mit S D £ auch S O R erfiillt ist.

Offenbar ist der von einer Menge £ erzeugte Ring eindeutig bestimmt. Sind ndmlich R, R, zwei von £ erzeugte
Ringe, dann gilt nach Definition R; € R, und R, € R, insgesamt also R; = R,. Wir bezeichnen den von £ erzeugten
Ring mit R(&). Ist £ ein Halbring, dann lassen sich die Elemente von R(£) folgendermalfien charakterisieren.

Satz 2.5 Sei H C‘B(2) ein Halbring. Dann gilt

(i) Die Elemente von R(#) sind die endlichen Vereinigungen von Mengen aus .

(ii) Die Elemente von R(#) sind die endlichen disjunkten Vereinigungen von Mengen aus H.

Beweis: Wir beweisen zunichst die Eigenschaft (ii). Dass R(#) alle endlichen disjunkten Vereinigungen von Men-
gen aus H enthilt, beweist man unmittelbar durch vollstdndige Induktion unter Verwendung der Voraussetzungen
H C R(H) und A,B € R(H) = AUB € R(H). Es bleibt zu zeigen, dass die Menge R; der endlichen disjunkten Ver-
einigungen von Mengen aus # ein Ring ist. Zunéachst gilt @ € R, da auch & nach unserer Konvention eine endliche
Vereinigung (bestehend aus null Mengen) ist. Seien nun A, B€ R; und A=P; U...UP,, B=Q; U...UQ, von A und
B als disjunkte Vereinigungen von Mengen P;,Q; € H. Flir AN B existiert die Darstellung als disjunkte Vereinigung

anB = [JU@nQ) .
i=1j=1

j=

und auf Grund der Halbring-Eigenschaft von # gilt P,NQ; € H fir 1 <i <r, 1 < j <s. Daraus folgt AN B € R,. Fiir
die Differenz erhalten wir die Darstellung als disjunkte Vereinigung

r

A\B = [J®\B) = U(ﬂm\qj)).
i=1 j=1

i=1

Wir haben bereits gezeigt, dass R, abgeschlossen unter Durchschnitten ist, deshalb geniigt es zu tiberpriifen, dass
die Mengen P; \ Q; in R, enthalten sind. Dies folgt aber wiederum aus der Halbring-Eigenschaft von #, denn auf
Grund dessen ist P; \ Q; eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus #. SchlieBlich liegt auch AU B in R,, denn wir
konnen AU B als disjunkte Vereinigung der Mengen AN B, A\ B und B \ A darstellen, die (wie bereits gezeigt) in R,
enthalten sind. Damit ist der Beweis von Aussage (ii) abgeschlossen.

Zum Beweis von (i) bemerken wir zunéachst, dass R(#) auf Grund der Ringeigenschaft sdmtliche endlichen Vereini-
gungen von Elementen aus H enthélt. Umgekehrt ist jedes Element aus R(#), wie wir schon gezeigt haben, sogar
eine endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus H. m|




Definition 2.6 Eine Figur im R" ist eine endliche Vereinigung von Quadern, also eine Teil-
menge F € R" der Form F =Q, U...UQ,, mit r € IN, und Quadern Qy, ...,Q, im R".
(ImFallr =0ist F =@&.)

Aus Satz folgt unmittelbar, dass die Figuren im R" einen Ring bilden. Wir kommen nun zur Einfiihrung eines
geeigneten Volumenbegriffs.

Definition 2.7 Ein Inhalt auf einem Halbring 7 ist eine Abbildung ¢ : H — R, mit ¢(&) =0

und
.

C(Alu...UAr) = ZC(AI)
i=1
fiir r € IN; und paarweise disjunkte Mengen A, ...,A, € H mit der Eigenschaft, das auch die
Vereinigung A; U ... UA, in H enthalten ist. Man bezeichnet diese Eigenschaft als endliche Ad-
ditivitat.

Der Begriff des Inhalts ist auf Mengenringen genauso definiert wie auf Mengenhalbringen, d.h. eine Abbildung c :
R — R, auf einem Mengenring R ist genau dann ein Inhalt, wenn sie die beiden in Definition genannten
Eigenschaften besitzt. Zum Nachweis der Inhaltseigenschaft geniigt es bei Mengen allerdings, die Giiltigkeit der
Gleichung c(A; UA,) = c(A;) + c(A,) fiir zwei disjunkte A;,A, € R zu nachzuweisen. Die Aussage fiir beliebiges
r € IN, erhdlt man dann durch vollstdndige Induktion. Fiir Mengenhalbringen # ist dies in dieser Form nicht moéglich:
Der Induktionsschritt funktioniert nicht, denn aus der Voraussetzung, dass A; U...UA,,; in H liegt, darf nicht ohne
weiteres geschlossen werden, dass auch A; U... UA, in H liegt, selbst dann nicht, wenn A; € H flir 1 < j <r+1
vorausgesetzt ist.

Unser néchstes Ziel besteht darin, auf dem Mengenhalbring der Quader im R" einen Inhalt einzufithren. Dazu legen
wir die folgende Notation fest: Ist f : R — R eine beliebige Funktion, dann bezeichnet man den Abschluss der Menge
{x € R | f(x) # 0} als Trdger supp(f) von f. Ist der Trager von f in einem endlichen, abgeschlossenen Intervall
[a, b] enthalten und f auf [a, b] Riemann-integrierbar, dann definieren wir

b
f f(x)dx = J £(x) dx.
R a

Man iiberpriift leicht, dass dieses Integral von der Wahl des Intervalls [a, b] unabhéngig ist. Sind die Tréger von f
und g in einem endlichen, abgeschlossenen Intervall enthalten, dann gilt dasselbe auch fiir supp(f + g), und es ist

J(f +g)x)dx = ff(x) dx+J g(x) dx.
R R R

Fiir jedes endliche Intervall I € IR mit den Grenzen a, b € R, wobei a < b ist, bezeichnen wir ¢;(I) = £(I) = b—a als
die Linge des Intervalls.




Wenden wir uns nun den hoheren Dimensionen zu. Ist Q ein Quader im R" und kartesisches Produkt der Intervalle
I4,...,I,, so bezeichnen wir ¢,(Q) = l_[;.lzl £(I;) als das Volumen des Quaders. Wir verwenden von nun an #,, als
Bezeichnung fiir den Halbring der Quader im R", und R, fiir den Ring der Figuren. Ist A C R™! eine beliebige
Teilmenge, dann definieren wir

A, = {yeR'|(x,y)eA} fiir jedes x €RR.
Ist X eine Menge und A C X eine beliebige Teilmenge, dann bezeichnen wir die Abbildung

1 falls x€A

1,: X —{0,1} , 1(x)=
4 4 0 falls x¢A

als Indikatorfunktion der Menge A. Ist I C R ein endliches Intervall, dann gilt offenbar

fl,(x)dx = ) =« ,
R

insbesondere ist das Integral definiert. Dies iiberpriift man unmittelbar, indem man die méglichen Félle fiir das In-
tervall I einzeln durchgeht.

Lemma 2.8 Sein € N und A € H,,,. Dann ist der Trager der Funktion auf R gegeben
durch x — ¢,(A,) in einem abgeschlossenen Intervall enthalten, die Funktion ist dort Riemann-
integrierbar, und es gilt

J Cn(Ax) dx = CnJrl(A)~
R

Beweis: Da A ein Quader in R™! ist, gibt es nach Definition ein endliches Intervall I und einen Quader Q C R", so
dass A=1 x Q ist. Es gilt dann

flir xel c fir xelI
A, = Q , also c (A) = Q)
@ fir x¢I 0 fir x¢lI.

Der Triger der Funktion x — c, (A, ) ist also im Abschluss I von I enthalten. Dabei ist I ein endliches, abgeschlossenes

Intervall der Form [a, b], und es gilt £(I) = {(I) = b —a. Da die Funktion x — c,(A,) auf I konstant ist, ist sie auf I
Riemann-integrierbar. Fiir den Wert des Integrals erhalten wir

b
fcn(Ax)dx = fcn(Ax)dx = L(Dc,(Q) = cqIxQ) = cq(A). O
R a

Satz 2.9 Durch die Volumenfunktion ¢, : #,, — R, ist ein Inhalt auf dem Mengenhalbring #,
gegeben.




Beweis: Nach Definition gilt ¢, (&) = O fiir alle n € IN. Die zweite Eigenschaft einer Inhalts-Abbildung beweisen wir
durch vollstdndige Induktion iiber n. Sei zundchst n = 1, r € Ny, und seien A, ...,A, € H; paarweise disjunkt und
nichtleer mit der Eigenschaft, dass auch A=A; U...UA, in H, liegt. Weil die Mengen A,, ...,A, paarweise disjunkt
sind, gilt 1,(x) = >, 1, (x) fiir alle x € R, und es folgt

a@ = flA(x)dx = | 2n = f L dx = > o).
R i=1JR

R i=1 i=1

Sei nun n € IN und die Inhalts-Eigenschaft fiir n bereits bewiesen. Seien A, ...,A, € H,,,; paarweise disjunkt mit
A=A U..UA, € H,,;. MitA,,...,A, sind auch die n-dimensionalen Quader (4;), fiir alle x € R jeweils disjunkt. Es
gilt A, = (A;), U...U(A,), fiir jedes x € R, denn fiir alle y € R" gilt die Aquivalenz

yeA, o (xy)eA & 3Fie{l,.,r}:(x,y)eld <
r
die{l,..r}:ye@), < yelJa
i=1

Durch Anwendung von Lemma [2.7|und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir somit

Cn+1(A) = J cn(Ax) dx = f Cn (O(AI)X) dx = f 26((A1)x) dx
R R i=1

R i=1
r

- Zr:f cn((A)) dx = ch+1(Ai)- O
i=1JR

i=1

Der soeben eingefiihrte Inhalt soll nun auf den Ring der Figuren fortgesetzt werden.

Satz 2.10 Sei H ein Halbring in Q und R der von # erzeugte Ring. Dann gibt es fiir jeden
Inhalt ¢ : ¥ — R, einen eindeutig bestimmten Inhalt ¢ auf R mit ¢|,, = ¢ (also eine Fortsetzung
von ¢ auf R).

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Eindeutigkeit. Sei ¢ eine beliebige Fortsetzung von ¢ zu einem Inhalt auf R und
A€ R.Ist A=P; U...UP, eine beliebige Darstellung von A als disjunkte Vereinigung von Mengen P; € H, dann gilt

r r

(W = DEr) = D). @1

i=1 i=1

Zum Nachweis der Existenz wéhlen wir fiir jedes A € R eine Darstellung als disjunkte Vereinigung P; U ... U P, mit
P; € H und definieren é(A) durch (2.1). Nach Definition gilt dann é(@&) = @. Ersetzt man in die Mengen P; durch
eine beliebige andere Darstellung von A als disjunkte Vereinigung Q; U ... U Q, mit Q; € H, so erhélt man denselben
Wert. Jedes P; kann némlich disjunkt in

P, = (PNQ)U..UPNQ)

zerlegt werden. Die Elemente P; N Q; liegen in H, und weil c ein Inhalt auf # ist, gilt

r

Dep) = iicm nQ)).

i=1 i=1 j=1




Ebenso beweist man die Gleichung
S

De@) = D> PNy

=1 i=1 j=1

womit die Unabhéngigkeit von der Wahl der Zerlegung von A bewiesen ist. Nun zeigen wir, dass ¢(AUB) = ¢(A)+¢(B)
fiir disjunkte A,B € R gilt. Seien A= P; U...UP, und B = Q; U... UQ, die zu Beginn gewahlten Darstellungen von
A, B als disjunkte Vereinigungen von Mengen P;,Q; € H. Dann kann (auf Grund der bewiesenen Unabhéngigkeit)
der Wert ¢(AUB) mit Hilfe der disjunkten Zerlegung P, U...UP,UQ; U...UQ, ausgerechnet werden, und wir erhalten

r

GAUB) = D c(P)+.cQ) = EA)+EB). O

i=1 j=1

Aus Satz folgt unmittelbar die Existenz eines Inhalts ¢, : R,, — R, auf dem Ring R, der Figuren im R". Als
néchstes beschaftigen wir uns nun mit der Frage, wie Inhaltsfunktionen auf beliebige Teilmengen des R" fortgesetzt
werden konnen.

Definition 2.11 Sei R einRingin Q, ¢ : R — R, ein Inhalt und A € Q eine beliebige Teilmenge.
Dann sind das innere Mag3 c,(A) bzw. das dufSere Maf3 c*(A) von A beziiglich ¢ definiert durch

c.(A) = sup{c(B) | B€E R,B C A} und c*(A) = inf{c(B) | B€ R,B 2 A}.

Sowohl beim inneren als auch beim duferen Maf ist auch der Wert + 0o moglich. Beim inneren Malf$ c,(A) tritt
dieser Fall ein, wenn die Menge {c(B) | B € R,B € A} in R, unbeschrankt ist, und beim duBeren MaR c*(A), wenn
{c(B) | B€ R,B 2 A} die leere Menge ist.

Beim folgenden Lemma setzen wir voraus, dass (entsprechend der {iblichen Konvention) fiir alle a,b € R U {+o00}
die Abschitzung a < 400 und im Fall a = 4+00 oder b = 4+ 00 die Gleichung a + b = + 00 erfiillt ist.

Lemma 2.12 Sei R ein Ring in Q, ¢ : R — R, ein Inhalt, und seien A, B C Q beliebig.

(i) Aus A C B folgt c,(A) < ¢,(B) und c*(A) < c*(B).
(ii) Allgemein gilt c*(AUB) < c*(A) + c¢*(B).
(iii) Sind A und B disjunkt, dann gilt ¢, (AU B) > c,(A) + ¢,(B).

Beweis: zu (i) Die Menge M; = {c(C) | C € R,C C A} istin M, = {c(C) | C € R,C C B} enthalten, weil fiir jedes
C € Rmit C CAauch C C B gilt. Im Fall ¢,(B) = +o0 ist ¢, (A) < c,(B) offenbar erfiillt. Ansonsten ist c,(B) = sup(M,)
eine obere Schranke von M;. Weil c,(A) = sup(M; ) die kleinste obere Schranke von M; ist, folgt c,(A) < c,(B). Der
Beweis der Abschitzung c*(A) < ¢*(B) l4uft analog.

zu (ii) Wir konnen davon ausgehen, dass c*(A) und c¢*(B) beide endlich sind, denn ansonsten ist die Ungleichung
offensichtlich. Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Definition des dufleren Mafles gibt es Mengen A;,B; € R mit A; 2 A,
B; 2 B mit c(A;) < ¢*(A) + %s und ¢(B;) < ¢*(B) + %e. Wegen AUB C A; UB; liegt c(A; U B;) in der Menge
{c(C) | € € R,C 2 AU B}. Weil c*(AU B) eine untere Schranke dieser Menge ist, gilt c*(AUB) < c(A; UB;) <
c(A7) +c(By) < c¢*(A) + c¢*(B) + &. Weil ¢ beliebig vorgegeben war, folgt c*(AU B) < c*(A) + c¢*(B).




zu (iii) Wir setzen voraus, dass c,(AU B) endlich ist. Nach Teil (i) und wegen A,B € AU B sind dann auch c,(A)
und c,(B) endlich. Fiir vorgegebenes ¢ € R, finden wir Ay,B, € R mit A 2 Ay, B 2 B, und c(4,) = c.(A) — %s,
¢(By) = c.(B)— %5. Mit A, B sind auch Ay, B, disjunkt. Zusammen mit der Inklusion Ay U B, € AU B folgt daraus
¢.(AUB) = c(AqgUBy) = c(Ag) +c(By) = c,.(A) +c,.(B)—e¢. Lassen wir € gegen Null laufen, so erhalten wir ¢,(AUB) >
¢ (A) +c.(B). O

Lemma 2.13 Fiir jede Teilmenge A € Q gilt ¢, (A) < c¢*(A).

Beweis: Zunéchst betrachten wir den Fall, dass c,(A) unendlich ist. Angenommen, c¢*(A) ist endlich. Nach Definition
des Infimums existiert dann ein B € R mit B 2 Aund ¢(B) < c¢*(A) + 1. Wegen c,(A) = +00 finden wir ein C € R mit
C CAmit c(C) > c¢(B). Wegen C C A C B muss andererseits c(C) < c(B) gelten, wir erhalten also einen Widerspruch.
Also muss ¢*(A) = + o0 gelten.

Seien nun c*(A) und c,(A) beide endlich, aber c,(A) > c*(A). Nach Definition des Infimums finden wir ein B € R mit
B 2 A und ¢(B) < c,(A). Nach Definition des Supremums gibt es andererseits ein C € A und ¢(C) > c¢(B). Wiederum
ergibt sich wegen C C A C B ein Widerspruch zur Monotonie. |

Lemma 2.14 Sei R ein Ring in Q und ¢ : R — R, ein Inhalt. Dann gilt c,(A) = c*(A) = c(A)
fiir alle Ae R.

Beweis: Die Zahl c(A) ist in der Menge {c(B) | B C A} enthalten. Weil das Supremum eine obere Schranke dieser
Menge ist, gilt c(A) < c,(A). Nehmen wir an, dass c(A) < c,(A) ist. Dann gibt es ein B € R mit B € A und c,(A) >
c(B) > c(A), was aber der Monotonie der Inhaltsfunktion ¢ widerspricht. Also muss c(A) = c,(A) gelten.

Fiir das dufSere Maf3 verlauft der Beweis vollig analog. Die Zahl c(A) ist ein Element der Menge {c(B) | B 2 A}, nach
Definition des Infimums gilt also c(A) = c*(A). Durch die Annahme c(A) > ¢*(A) erhilt man ein B € R mit B 2 A und
c*(A) < ¢(B) < c(A), was aber auf Grund der Monotonie von ¢ unmoéglich ist. Also gilt auch c(A) = c¢*(A). |

Definition 2.15 Sind die Werte c,(A) und c*(A) beide endlich und gilt c,(A) = c*(A), dann
bezeichnen wir A als c-messbar und definieren c(A) = c*(A). Die c,-messbaren Teilmengen E C
RR"™ werden auch als Jordan-messbar bezeichnet, und man nennt c,(E) den Jordan-Inhalt der
Teilmenge E.

Lemma 2.16 Sei R ein Ring in 2 und ¢ : R — R, ein Inhalt. Sei ¢ € R, E C Q beliebig und
A€ R mit c*(AAE) < %s. Dann gibt es Mengen A’,B’ € R mit A’ CE C B’, A’ CA C B’ und der
Abschitzung c¢(B' \ A) < ¢.

Beweis: Nach Definition des duleren MaRes existiert ein B € R mit B 2 AAE und ¢(B) < ¢. Auf Grund der
Ringeigenschaft liegen B = AUB und A’ = A\ B beide in R, und es gilt B’ \ A’ = B, also ¢(B' \ A’) = ¢(B) < &.
AuRerdem ist A = A\B CA\(AAE) CEund E CAU(AAE) C AUB = B’. Die Inklusionen A’ C A C B’ sind
offensichtlich. m|




Satz 2.17 Sei R ein Ring in 2 und ¢ : R — R, ein Inhalt. Fiir eine Teilmenge E C  sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Menge E ist c-messbar.
(ii) Fiir jedes e € Rt gibtes A B€ R mit AC E C B und c(B\A) < &.
(iii) Fiir jedes € € R" gibt es ein A € R mit c*(AAE) < ¢.

Beweis: (i) = (ii)“ Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Definition von c*(E) existiert ein B € R mit E C B und
c(B) < c*(E) + %s. Ebenso finden wir ein A € R mit A C E und c(A) > ¢, (E) — %s. Weil E messbar beziiglich c ist,
gilt ¢(E) = c,(E) = c¢*(E), und die disjunkte Zerlegung von B in A und B \ A liefert c¢(B) = c(A) + c¢(B \ A). Insgesamt
erhalten wir ¢(B \ A) = c¢(B) —c(A) < (c(E) + %s) —(c(E)— %6) =e.

L) = (1) Seie € R vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung existieren Elemente A,B € R mit AC E C B und
c(B\A) < €. Es folgt ¢*(E) — c,(E) < c(B) —c(A) = c(B\ A) < &. Weil ¢ € R* beliebig gewihlt war, bedeutet dies
c*(E) =c,(E), d.h. E ist messbar beziiglich c.

L(ii) = (ii))“ Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Voraussetzung finden wir Elemente A\B € R mit A C E C B und
c(B\A)<e.Esgiltdann AAE =E\ACB\Aund somit c*(AAE) < c*(B\A)=c(B\A) <e.

,(iil) = (ii)“ Zuvorgegebenem ¢ € R* wihlen wir einA € R mit c*(AAE) < %e. Nach Lemma gibtesA’,B'€R
mitA CECB A CACB und c(B'\A)<e. O

Folgerung 2.18 Sei R ein Ring in ©, ¢ : R — R, ein Inhalt auf R und E C Q eine c-messbare
Menge. Dann gibt es eine Folge (A,),en in R mit lim, c*(A, AE) = 0 und fiir jede solche Folge
gilt lim,, c(A,,) = c(E).

Beweis: Fiir jedes n € IN gibt es nach Satz ein A, € R mit c* (A, AE) < % Dadurch ist die Existenz einer Folge
(An)nG]N mit

lim ¢c*(A,AE) = 0 bewiesen.

n—.,oo
Sei nun (A,),en eine beliebige Folge mit dieser Eigenschaft und ¢ € R, vorgegeben. Sei N € IN so gewéhlt, dass

c*(A,AE) < %8 fiir alle n > N erfiillt ist. Sei nun n € IN mit n > N. Nach Lemma gibt es Mengen A', B’ € R mit
A CECB und A’ CA, C B’ sowie ¢(B’ \A) < &. Nun gilt

cA)—c(E) = cA)—c"(E) < cB)Y—c") = cB)—cA) = cB\A) < ¢

und ebenso c(E) —c(A,) = c*(E) —c*(A,) < c*(B") —c*(A) = c(B’) — c(A') = c¢(B' \ A) < ¢, so dass wir insgesamt
|c(A,) — c(E)| < ¢ erhalten. Damit ist auch die Gleichung lim,, c(A,) = c(E) bewiesen. m|

Satz 2.19 Sei R einRingin Q und c : R — R, ein Inhalt. Dann bilden die c-messbaren Mengen
einen Ring R, der R als Teilmenge enthélt. Durch A — c(A) ist ein Inhalt auf R, definiert.




Beweis: Nach Lemma gilt R C R. Wegen @ € R ist @ nach Lemmaeine c-messbare Menge. Seien nun A, B
zwei c-messbare Mengen. Zu zeigen ist, dass auch AU B und A \ B messbar sind. Sei dazu ¢ € R* vorgegeben. Nach
Satzm gibt es Mengen Ay,A; € R mit Ay CACA; und c(A; \Ay) < %5. Ebenso finden wir Mengen By, B; € R mit
By €B C B, und ¢(B; \ By) < %e. Setzen wir C, = Ay UB,, C; =A; UB,, dann gilt

Ci\Co = (AUB)\(AgUBy) <& (A;\Ap)U(By\By).

und somit ¢(C; \ Cy) < c(A; \Ap) +¢(B; \ By) < %e + %e = ¢. Wegen C, € AU B C (; zeigt dies nach Satz die
c-Messbarkeit von AU B. Zum Nachweis, dass auch A\ B eine c-messbare Menge ist, setzen wir D, = A, \ B; und
D, =A;\ By. Es gilt dann Dy CA\ B € D; und

Di\Dy = (A;\Bo)\(A\B1) S (A;\Ag)U(By\By).
Wie zuvor erhalten wir ¢(D; \ Dy) < €. Die Messbarkeit von A \ B ist damit nachgewiesen.

Nun zeigen wir noch, dass durch ¢ ein Inhalt auf R, definiert ist. Nach Lernma gilt ¢(@) = c*(@) =0, denn die
leere Menge ist nach Definition in R enthalten. Seien nun A, B € R, zwei disjunkte Mengen; dann liegt auch AUB in
R.. Nach Lemma|[2.12]gilt die Aussagen c(AUB) = c¢*(AUB) < c¢*(A) +c*(B) = c(A) +c(B) und c(AUB) = ¢,(AUB) >
c,(A)Uc,(B) =c(A) + c(B), insgesamt also Gleichheit. O

Speziell fiir den Jordan-Inhalt notieren wir an diese Stelle als wichtige Eigenschaft die Bewegungsinvarianz, die wir
bereits im Einfithrungsabschnitt erwdhnt haben. Wir werden diese Eigenschaft spater unter allgemeineren Voraus-
setzungen herleiten.

Satz 2.20 SeiA C R" eine beliebige Teilmenge und 1) : R"™ — R" eine Bewegung. Genau dann
ist A Jordan-messbar, wenn 1(A) Jordan-messbar ist, und in diesem Fall gilt ¢, (1(A)) = ¢, (A).

Das folgende Beispiel zeigt, dass bereits auf recht einfache Weise definierte Mengen nicht Jordan-messbar sein
konnen.

Satz 2.21 Fir jedes n € IN ist die Menge A = [0, 1]" N Q" nicht Jordan-messbar.

Beweis: Wir beweisen die Gleichungen c,(A) = 0 und c¢*(A) = 1. Zum Beweis der ersten Gleichung nehmen wir an,
dass c,(A) > 0 ist und somit eine Figur F mit F C A und c(F) > 0 existiert. Stellen wir F als disjunkte Vereinigung
Q; U...UQ, von Quadern da, so gilt c¢(Q;) > 0 fiir ein i mit 1 <i < r. Schreiben wir Q; als Produkt von Intervallen,
Q; =I; x ... x I, dann haben alle Intervalle positive Linge. In jedem Intervall liegt somit eine irrationale Zahl, d.h.
es existiert ein Punkt a € Q; \ Q". Aber dies widerspricht den Annahmen Q; CF CAC Q".

Nehmen wir nun an, dass ¢*(A) < 1 gilt. Dann existiert eine Figur F 2 A mit ¢(F) < 1. Wir kénnen F C [0,1]"
annehmen (ansonsten ersetze F durch F N[0,1]"). Wegen ¢([0,1]") =1 ist G =[0,1]" \ F eine Figur mit ¢(G) > 0.
Indem wir G wie im vorherigen Absatz als Vereinigung von Quadern darstellen, finden wir einen Quader Q € G mit
c(Q) > 0.Ist Q = I; x ... x I die Darstellung von Q als kartesisches Produkt von Intervallen, so hat jedes Intervall




positive Linge und enthélt eine rationale Zahl. Somit liegt in Q ein Punkt aus [0,1]" N Q" = A, was der Annahme
QCSGC[0,1]"\F €[0,1]"\ A widerspricht. O

Auch Koordinantenhyperebenen wie z.B. {(0, x5, ...,x,,) | x; € Rfiir2 < i < n} € R" sind nicht Jordan-messbar
(Nachweis als Ubung).

Wir werden im néchsten Abschnitt den Jordanschen Inhalt zum Lebesgue-Malf3 verallgemeinern. Bei der Konstruktion
wird die folgende Charakterisierung der c-messbaren Mengen, die ohne den Begriff des inneren Mal}es auskommt,
fiir uns hilfreich sein.

Proposition 2.22 Sei R ein Ring und ¢ : R — R, ein Inhalt. Sei A € P(Q) eine beliebig
vorgegebene Menge.

(i) Ist F € R mit F 2 A, dann gilt ¢, (A) = c(F)—c*(F \ A).
(ii) Genau dann ist A c-messbar, wenn c¢(F) = ¢*(A) + ¢*(F \ A) gilt.

Beweis: zu (i) Wir miissen die Gleichung c(F)—c*(F\A) =sup{c(B) | B € A, B € R} herleiten. Zum Nachweis, dass
die Zahl auf der linken Seite eine obere Schranke fiir die Menge rechts ist, sei B € R mit B C A vorgegeben. Dann
gilt F\ B 2 F \ A und somit c¢*(F \ A) < ¢*(F \ B) = c¢(F \ B), also ¢(F) —c*(F \ A) = ¢(F)—c(F \ B) = ¢(B). Nehmen
wir nun an, dass € € R* und ¢(F) — c*(F \ A) — ¢ ebenfalls eine obere Schranke der Menge ist. Nach Definition des
duleren Mafes gibt es ein B’ mit B 2 F\Aund c(B) < c*(F\A)+¢.Esgilt A=F \ (F\A) 2 F\ B'. Setzen wir
B=F\B/,dann giltalso B€ R, A2 B und c(B) = c(F) —c(B’) > c(F) — c*(F \ A) — ¢, was der Eigenschaft dieser
Zahl, obere Schranke der Menge {c(B) | B € A,B € R} zu sein, widerspricht.

zu (i) ,=“ Ist die Menge A c-messbar, dann gilt c,(A) = c*(A), also c(F) — c*(F \ A) = ¢*(A) und somit c¢(F) =
c*(A)+ c*(F \A). ,<“Auf Grund der Voraussetzung und der Subadditivitéit von c¢* gilt ¢(F) = c¢*(A) + c*(F \ A). Es
folgt ¢, (A) = c¢(F) — c*(F \ A) = c*(A), d.h. A ist c-messbar. O




§3. o-Algebren und Maf3e

Zusammenfassung. Wahrend wir im letzten Kapitel lediglich endliche Mengenoperationen zugelassen haben,
erweitern wir die Strukturen dahingehend, dass auch abzdhlbar unendliche Mengenoperationen und Grenz-
wertprozesse zugelassen sind. Dies fiihrt auf die beiden zentralen Begriffe der Mal3theorie, die o-Algebren und
die MafSe. Unser Hauptergebnis wird der Fortsetzungssatz von Carathéodory sein, welcher besagt, dass unter
gewissen Bedingungen ein Inhalt auf einem Ring zu einem Mal? auf einer o-Algebra fortgesetzt werden kann.
Dies ermoglicht uns die Erweiterung des Jordan-Inhalts zum bekannten Lebesgue-Mays.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

- o-Ring und o-Algebra — o-Additivitit des Jordan-Inhalts

— Borelsche o-Algebra — Erzeugendensysteme der Borelschen o-Algebra
— o-additiver Inhalt — Satz iiber die u*-Messbarkeit

— Mal} auf einer o-Algebra, Ma3raum — Fortsetzungssatz von Carathéodory

— dulleres MaR auf einer Menge

— Messbarkeit beziiglich eines dulseren MalRes
(u*-Messbarkeit)

— Lebesgue-messbare Mengen und Lebesgue-Mal3

Definition 3.1 Ein Inhalt ¢ auf einem Mengenring R wird als o-additiv oder auch abzéhl-
bar additiv bezeichnet, wenn fiir jede Folge (A,,).eiv paarweise disjunkter A,, € R mit A =
USe Ay € R jeweils c(A) = > | c(A,,) erfiillt ist.

Unser erstes Ziel in diesem Kapitel besteht darin, die o-Additivat des Jordan-Inhalts auf dem Ring R, der Figuren

nachzuweisen.

Lemma 3.2 Sei(A,,) e €ine monoton fallende Folge nichtleerer kompakter Teilmengen A,,, €
R", es gelte also A,, 2 A,,,; 2 O fiir alle m € N. Dann ist die Schnittmenge A = (o, A,,
nichtleer.

Beweis: Nehmen wir an, dass A = @ gilt. Dann ist die Folge (B,,)men gegeben durch B, = A; \ A,, eine beziiglich

der Relativtopologie in A; offene Uberdeckung von A;, d.h. es gilt U;ozl B,, =A,;. Weil A; kompakt ist, existiert eine
endliche Teiltiberdeckung, also iy, ...,i, € N mit i; <... <1, und Ule B; =A;. Wir erhalten

p

p p
A, = (a4, = (@\B) = Al\(UBij) = A\A = O
j j=1 j=1

j=1

im Widerspruch zur Voraussetzung.




Satz 3.3 Der Jordan-Inhalt ¢, : R, — R, auf dem Mengenring R, der Figuren ist ein o-
additiver Inhalt.

Beweis: Der Einfachheit halber setzen wir ¢ = c,. Wir zeigen zunéchst: Ist (A,,), €ine monoton fallende Folge
von Figuren im R" mit ﬂ:;lAm = @, dann gilt lim,, c(A,,,) = 0. Weil die Folge (c(A;;))meny monoton fallend und
nach unten durch O beschrénkt ist, existiert der Grenzwert § = lim,, c,(A,,) jedenfalls. Nehmen wir an, dass § > 0
ist. Dann ist jedes A,, nichtleer. Nach Satz[2.5 angewendet auf den Halbring der Quader, kann jedes A,, als endliche,
disjunkte Vereinigung von Quadern dargestellt werden. Indem wir jeden Quader durch einen geringfiigig kleineren
Quader ersetzen, finden wir jeweils eine Figur B,, mit der Eigenschaft, dass der topologische Abschluss B,, in A,,
enthalten und jeweils c(A,,) — c¢(B,,) < 2™™6 erfiillt ist. Definieren wir C,, = B; N ... N B,,, dann ist (C,,) e €ine
monoton fallende Folge kompakter Teilmengen in R". Nach Lemma gilt also ﬂ:lo: 1 C,, # @, sofern C,, # @ fiir
alle m € N erfiillt ist. Wegen C,, C A,, ist dann erst recht ﬂ;ozlAm # @, im Widerspruch zur Voraussetzung. Wir
beweisen C,, # @ fiir alle m € IN, indem wir die Abschétzung

cC,) = cA,)—-86(1—-2") fiiralle melN

durch vollstindige Induktion herleiten. Betrachten wir zunéchst den Fall m = 1. Nach Voraussetzung gilt c(A;) —
c(B)) < %6, also
c(C) = cB) = cA)-— %5 = c(4)-601 —2_1)-

Sei nun m € IN und die Aussage fiir m bereits bewiesen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt die Abschitzung c¢(C,,) >
c(A,)—6(1—2"™), aukerdem c(A, ;1) —Cc(Byyi1) < 270§, was zu ¢(B,,11) = c(A1)—2" ™5 umgestellt werden
kann. Zusammen mit der Gleichung C,,,; = B,,4; N C,, und der Inklusion B,,,; UC,, CA,,;; UA,, = A,, erhalten wir

C(Cm+1) = C(Bm+l)+c(cm)_c(Bm+l UCm) 2 C(Bm+l)+c(cm)_C(Am) 2
(cAns1)—27™D8) +(c(A,) —6(1—2) —c(Ay) = c(Ap)—27"V65-5+27"5
= (Appy)—6Q+27 MM 27y = ¢(A,,,)—6(1—27 "),

Aus der soeben bewiesenen Ungleichung folgt c(C,,) = c(4,,) —6(1—27") =6 —6(1—27™) = 627™ > 0. Es gilt
also C,, # @, damit erst recht C,, # @ fiir alle m € IN. Damit ist der Beweis der zu Beginn formulierten Hilfsaussage
abgeschlossen.

Fiir den Nachweis der o-Additivitéit sei nun (A,,),cn €ine Folge paarweise disjunkter Figuren mit der Eigenschaft,
dass auch A = U;o:lAm in R, enthalten ist. Definieren wir B,, = A\ (4; U... UA,,) fiir alle m € N, dann ist (B,,,)nen
eine monoton fallende Folge von Figuren, und es gilt ﬂ;o:l B,, = @. Auf Grund der Definition von B,, gilt jeweils
c(B,,) = c(A)— Zzl:l c(A;) fiir alle m € IN. Die soeben bewiesene Hilfsaussage liefert die Gleichung lim,, ¢(B,,) = 0.

Damit erhalten wir nun

ca) = n}ggo(c(BmHZc(Ak)) = mlggoc(BmHZc(Am) = 0+Y.c4,) = D.c4,). O
k=1 m=1 m=1 m=1

Definition 3.4 Sei(2 eine Menge. Ein o-Ringin 2 ist ein Ring R, der nicht nur unter endlichen,
sondern auch unter abzdhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist. Ist also (A,,)men €ine Folge
in R, dann muss auch U;ozlAm in R liegen. Man nennt R eine o-Algebra, wenn R zugleich
o-Ring und Algebra ist.




Aus der Definition ergibt sich unmittelbar

Proposition 3.5 Ein Mengensystem .4 in Q ist genau dann eine o-Algebra, wenn @ € A gilt,

fiir jedes A € A auch das Komplement Q \ A in A liegt, und wenn fiir jede Folge (A,,)en in A
oo . .

auch | J_, A, in A enthalten ist.

Jede o-Algebra A ist auch abgeschlossen unter abzdhlbaren Durchschnitten. Ist ndmlich (A,,)en eine Folge in A,
dann sind auch die Mengen B,, = Q \ A4,, in A enthalten, und mit ihnen auch

B, = [J@\a,) = n\(ﬂBm)
1 m=1

m=1

8

m
. . oo . .
Dies zeigt, dass auch ()", B, in A enthalten ist.

Ebenso wie Mengenringe konnen auch o-Algebren durch Angabe eines Erzeugendensystems defininiert werden. Man
sagt, eine o-Algebra A wird durch ein System & C B(Q) erzeugt, wenn A 2 £ gilt und jede o-Algebra A" mit A’ 2 €
auch A’ D A erfiillt. Wie bei den Ringen zeigt man, dass jede o-Algebra durch die Angabe eines Erzeugendensystems
eindeutig bestimmt ist.

Definition 3.6 Die eindeutig bestimmte o-Algebra B,, die von den Quadern im R" erzeugt
wird, nennt man die Borelsche o-Algebra. Thre Elemente bezeichnet man als Borelmengen.

Fiir die o-Algebra B, lassen sich viele weitere Erzeugendensysteme angeben.

Satz 3.7 Die Borelsche o-Algebra wird au8er von den Quadern noch von folgenden Mengen-
systemen erzeugt.

(i) dem Ring der Figuren im R"
(ii) dem System aller offenen Teilmengen von R"
(iii) dem System aller abgeschlossenen Teilmengen von R"

(iv) dem System aller kompakten Teilmengen von R"

Beweis: zu (i) Jede o-Algebra, welche die Menge aller Quader enthélt, besitzt auch alle Figuren als Elemente,
denn jede Figur ist nach Definition als Vereinigung von Quadern darstellbar. Umgekehrt enthélt jede o-Algebra mit
den Figuren auch alle Quader, denn nach Definition ist jeder Quader eine Figur.

zu (ii) Sei A eine o-Algebra, die alle offenen Teilmengen von R" enthélt. Dann liegen auch alle abgeschlossenen
Teilmengen (als Komplemente der offenen Mengen) in 4. Dies bedeutet, dass insbesondere alle abgeschlossenen
Quader in A enthalten sind. Man {iberpriift unmittelbar, dass jeder Quader Q relativ-offen in seinem topologischen
Abschluss Q ist. Deshalb kann Q als Durchschnitt von Q mit einer geeigneten offenen Teilmenge U C R" dargestellt
werden und ist somit ebenfalls in .4 enthalten.




Sei nun A eine o-Algebra, die alle Quader enthélt und U C R" eine offene Menge. Wir miissen zeigen, dass U in A
enthalten ist. Dazu betrachten wir die (abzéhlbare) Menge Ug = UNQ" und bilden fiir jeden Punkt a € Ug, den Wert

5, = sup{6 €eR'|Bs(a)cU}

wobei Bs(a) = {x € R" | ||x—a||lsx < &} den offenen Ball um a vom Radius 6 beziiglich der Maximums-Norm auf R"
bezeichnet; dabei handelt es sich um den Wiirfel der Kantenldnge 26 mit a als Zentrum. Weil U offen ist, gilt 5, > 0
fiir alle a € Ug,. Unser Ziel U € A nachzuweisen ist erreicht, sobald wir die Gleichung

u = B
a€ly
bewiesen haben. Zunéchst zeigen wir die Inklusion ,,2“ und nehmen an, dass ein a € Ug mit Bs (a) € U existiert.
Sei x € Bs_(a) \ U. Dann gilt & = |lx —dlles < &8,, und bereits die Zahl & erfiillt die Bedingung B;s/(a) C U nicht
mehr. Dies widerspricht aber der Definition von §,. Zum Nachweis von ,,.C“ sei x, € U vorgegeben. Sei 6 € R so
gewahlt, dass Bs(x,) in U enthalten ist und a € Ug mit |la — Xolloo < %6 . Auf Grund der Dreiecksungleichung gilt
dann By 5(a) € B5(xo) € U (denn aus [lx —al|eo < 26 folgt [|x —Xolloo < lIx—alloo +lla—xolloo < 36 +%5 = &) und
somit %5 < 6, nach Definition von §,. Daraus wiederum folgt x, € Bs_(a), d.h. x, ist in der Menge auf der rechten
Seite unserer Gleichung enthalten.

zu (iii) Dies folgt direkt aus (ii), weil die abgeschlossenen Teilmengen die Komplemente der offenen sind.

zu (iv) Jede o-Algebra, die alle abgeschlossenen Teilmengen von R" enthélt, enthilt auch alle kompakten, denn die
kompakten Teilmengen sind gerade die beschrankten und abgeschlossenen Teilmengen von R". Sei nun umgekehrt
A eine o-Algebra, die alle kompakten Teilmengen von R" enthélt, und sei V C R" abgeschlossen. Dann ist V,, =
[—m,m]" NV fiir jedes m € IN kompakt, also in A enthalten. Damit liegt dann aber auch die abzéhlbare Vereinigung

U Vo = (U [—m,m]”) NV = R'NnV = V  indero-Algebra A. O
m=1

m=1

Fiir den weiteren Verlauf definieren wir die Bezeichnung R = R U {—00, +00}, wobei —0co und +o0 zwei nicht in
der Menge R enthaltene Elemente bezeichnen und die Totalordnung < auf R durch die Festlegung —00 < a < +00
fiir alle a € R definiert ist. AuRerdem setzen wir R, = R, U {+00}.

Definition 3.8 Sei A eine o-Algebra. Eine Funktion u : A — R,, die den Bedingungen
w(@) =0 und ,u(U:; 1An) = Z;o: 1 M(A,,) fiir jede Folge (A,,),en paarweise disjunkter Mengen
in A geniigt, wird als MaR auf .4 bezeichnet. Ein Tripel (92, A, 1) bestehend aus einer Menge (,
einer o-Algebra A in Q2 und einem Mal3 u auf A wird MafSraum genannt.

Insbesondere ist jeder o-additive Inhalt auf einer o-Algebra ein Maf3. Der einzige Unterschied besteht darin, dass
der Inhalt seine Werte nur in R, annimmt, der Wert {+ 00} also ausgeschlossen ist. Wir betrachten einige Beispiele
fiir MafBe.

(i) Sei Q eine Menge. Dann bezeichnet man die Abbildung v : PB(Q2) — IN, U {+0c0} gegeben durch v(A) = |A]
als Zdhlmaf$ auf Q. (Wie im ersten Semester definiert wurde, ist |A| = n € IN,, falls eine Bijektion zwischen
M, ={1,2,...,n} und A existiert, und |A| = + 00, falls kein n € IN, mit einer solchen Bijektion existiert.)




(ii) Sein € IN und Q eine Menge mit n Elementen. Dann ist durch u : P(Q) - R, A — %|A| ein Maf$ auf
Q definiert, fiir das u(Q2) = 1 gilt. Allgemein bezeichnet man ein Maf} u in einem Maldraum (Q, A, u) mit
der Eigenschaft u(2) = 1 als Wahrscheinlichkeitsmaf3. In dem hier vorliegenden Fall kann u(A) jeweils als
Wabhrscheinlichkeit dafiir interpretiert werden, dass ein zufillig gewahltes Element x € Q in A enthalten ist.

(iii) Sei (9, A, u) ein Mafdraum. Existiert ein x € Q, so dass fiir alle A € A jeweils

ua) =

1 fallsxe€A
0 fallsx¢A

erfiillt ist, dann bezeichnet man u als das Dirac-Mag 6, im Punkt x.

Im weiteren Verlauf beschéftigen wir uns nun mit der Konstruktion von Maf3en und insbesondere mit der Frage, wie
man Mafe aus Inhalten gewinnen kann.

Definition 3.9 Eine Abbildung u* : B(Q2) — R, wird ein duBeres MaR auf Q genannt, wenn
uw* (@) = 0 gilt, die Abbildung monoton ist (aus A € B also u*(A) < u*(B) folgt) und fiir jede
Folge (A,)men in B(2) die Abschatzung

u (G An) < i u*(A,) erfillt ist.

= n=1

Die zuletzt angegebene Eigenschaft des dufderen Mal3es bezeichnet man als abzdhlbare Subadditivitdt. Man sagt
auch, das duBere Mal3 ist o -subadditiv.

Satz 3.10 Sei R C P(Q2) ein Mengenring und ¢ : R — R, ein Inhalt. Fiir jedes A C Q definieren

wir -
uA) =m%2wm

n=1

(=)
(An)nelN FOlge in R’A < UAn} B
n=1

wobei inf(@) = +00 gesetzt wird. Dann ist durch u} ein &ufleres Maf auf Q definiert.

Beweis: Zunéchst gilt @ € R und offenbar u’(@) = c(@) = 0. Fiir jedes A C Q bezeichnen wir mit s(A) die Menge
aller Summen Z;’il c(A,), die durch Folgen (A,),en in R mit U,ZozlAm 2 A zu Stande kommen. Sind A, B € P(£2)
mit A C B vorgegeben, dann gilt s(B) C s(A), denn eine Folge, die B iiberdeckt, iiberdeckt auch die Menge A. Die
untere Schranke u*(A) = infs(A) ist somit auch eine untere Schranke von B, und nach Definition des Infimums folgt
u;(B) = infs(B) = u’(A). Damit haben wir die Monotonie nachgewiesen.

Zum Nachweis der dritten Bedingung sei (A, ),y eine beliebige Folge in P(Q2) und A = U:Zl A,. Wir kénnen u’(A,) <
+oo fiir alle n € IN annehmen, da ansonsten die Ungleichung

W@ < e (3.1)
m=1




offensichtlich erfiillt ist. Ist ¢ € R* beliebig vorgegeben, so finden wir fiir jedes n € IN eine Folge (A, ke in R mit
Ap SUpo A und Y020 c(Ay) < pi(A,) + 2. Es folgt

[celie o]
aclJUAx
n=1k=1

und somit
TONENDY (Z c(Ank)) < Q@)+ <
n=1 \k=1 n=1
oo oo oo
DAY+ 2 < > (A +e
n=1 n=1 n=1
Weil ¢ € R, beliebig gewahlt war, erhalten wir die Abschétzung (3.1). |

Definition 3.11 Das zum Jordan-Inhalt ¢, auf dem Ring R,, der Figuren im RR" gehdrende
auflere Mald u’ wird 4ulleres Lebesgue-MaR3 genannt. Wir bezeichnen es mit u;.

Fiir die Bestimmung des dufleren Maf3es geniigt es, abzéhlbare Vereinigungen von Quadern (an Stelle von Figuren)
zu betrachten, da jede Figur nach Definition endliche Vereinigung von Quadern ist.

In Definition hatten wir bereits jedem Inhalt ¢ auf einem Ring ein duBeres Mal} c¢* zugeordnet. Fiir beliebige
Teilmengen A € Q gilt im Allgemeinen c*(A) > u’(A), aber nicht Gleichheit. Der Grund dafiir ist, dass fiir jede solche
Teilmenge jeweils

{C(B) ‘ BER,B QA} > {ic(An)

n=1

oo
(A;)nen Folgein R,AC UA“} gilt,
n=1

die Mengen aber nicht iibereinzustimmen brauchen. Bezogen auf den Jordan-Inhalt und das dul3ere Lebesgue-Mal3
gilt fiir A=1[0,1]" N Q" beispielsweise u’(A) = 0 im Gegensatz zu c;(A) = 1. Ist H die erste Koordinatenhyperebene,
also H = {(0, x,,...,x,) | x; € R fiir 2 < i < n}, dann gilt u*(H) =0 und c;(H) = +00.

Im allgemeinen braucht ein dulieres Mal? aber nicht wie in Satz durch einen Inhalt auf einem Ring induziert zu
sein; es gibt auch andere Moéglichkeiten, ein duSeres Mafd auf einer Menge zu definieren. Die folgende Definition ist
durch Proposition motiviert.

Definition 3.12 Sei u* : P(Q) — R, ein duleres MaR. Wir bezeichnen eine Menge A C Q als
w*-messbar, wenn fiir alle F C Q die Ungleichung

u*(F) = u*(FnA)+u*(F\A) erfiillt ist.

Man beachte, dass die angegebene Ungleichung auf Grund der Subadditivitdt von dufleren MaRen dquivalent zur
Gleichheit ist.




Satz 3.13 Sei u* : P(Q2) — R, ein duleres MaR und A,. die Gesamtheit der u*-messbaren
Mengen. Dann ist A,,. eine o-Algebra, und durch i = u*| A4, istein MaR auf A,. definiert.

Beweis: Offenbar ist & in A,,. enthalten, denn es gilt u*(F N@) = u*(&) = 0 und u*(F \ @) = u*(F). Mit A ist auch
A; = Q\Ain A,. enthalten. Denn fiir jede Teilmenge F C Q gilt dann u*(F) = u*(F NA) + u*(F \ A), und wegen
FNA,=FnN(Q\A)=F\Aund F\A; =F\ (2\A) =FnAgilt auch u*(F) = u*(F NA;) + u*(F \ A;).

Seiennun A, B € A,,. vorgegeben. Um zu zeigen, dass auch AUB in A,,. liegt, miissen wir die Messbarkeits-Bedingung
fiir ein beliebiges F C Q verifizieren. Weil die Menge A u*-messbar ist, gilt u*(F) = u*(F NA) + u*(F \ A), und die
u*-Messbarkeit von B liefert

p(F\A) = u((F\A)NB)+u*(F\(AUB)).
Es folgt dann
p(F) = pEFnA+u(F\A) = pEFENA)+u(F\ANB)+u'(F\(AUB)) =
p((FNAU((F\ANB)+u"(FN\(AUB)) = wu'(FN(AUB))+u"(FN\(AUB)) ,

wobei im letzten Schritt die Mengengleichung
(FNAUWF\ANB) = (FNAUFNANB)U((F\A)NB) = (FNAU(FNB) = FnN(AUB)
verwendet wurde. Wir haben somit gezeigt, dass \A,,. eine Algebra ist.

Im zweiten Teil beweisen wir nun, dass A,,. eine o-Algebra, und dass durch fi = u*| A ein MaB auf A,,. definiert ist.
Nach Definition eines duferen MaRes gilt ((&) = u*(@) = 0. Seien nun A, B € A,,. disjunkt. Fiir alle F C Q gilt auf
Grund der Messbarkeit von A die Gleichung

u (FN(AUB)) = u'(FNAUB)NA)+Uu*((FN(AUB))\A) = u*(FNnA)+u*(FnB).
Durch vollstdndige Induktion erhalten wir

WFN(AU.LUA)) = D u(FNAy) (3.2)
k=1

fiir alle r € IN und paarweise disjunkte Mengen Ay, ...,A, € A,.. Sei nun (A,),c eine Folge paarweise disjunkter
Mengen in A,,.. Wegen UZ=1AI< € A, und auf Grund der soeben bewiesenen Gleichung gilt

o = wlon() (00

= Zu*(FnAk)w*(F\(UAk)).
k=1 k=1

Lassen wir n gegen unendlich laufen, dann erhalten wir auf Grund der Monotonie von u* und der Inklusionsbeziehung
Uiy Ak S U:i 1A, die Ungleichung

wiE) = Zu*(FnAn)w*(Fm\(UAn)) 3.3)
n=1 n=1

o (o0 (0]




wobei wir im zweiten Schritt die o-Subadditivitdt des dufleren Mafles u* verwendet haben. Also ist U:;An in A,
enthalten. Ist (A,),c eine beliebige (nicht notwendig disjunkte) Folge in A,,., dann definieren wir eine disjunkte
Folge (B,)nen durch By =A; und B,y =A,,1 \ (B; U...UB,). Es gilt | Jo, A, = 2, By, also ist mit (A,),en auch
U2, A, in A,. enthalten.

Ist (A,)pen Nun wiederum eine disjunkte Folge in A,,., dann konnen wir in die Ungleichung (3.3) die Menge F =
Ure, Ax einsetzen. Wegen A, N (|2, Ac) =A, und A, \ (U2, Ac) = @ fiir alle n € IN gilt

u*(UAn) = Zu*(AnHu*(@) = Zu*(An)-
n=1 n=1 n=1

Zusammen mit der abzdhlbaren Subadditivitdt von u* erhalten wir Gleichheit. Dies zeigt, dass die Einschrankung
von u* auf A,,. tatséchlich ein Maf liefert. |

Definition 3.14 Sein € IN und u’ das duBere Lebesgue-Maf} auf dem R". Dann bezeichnet
man die Elemente der o-Algebra .4 . als die Lebesgue-messbaren Teilmengen des R", und das
entsprechende MalR als Lebesgue-Mal3.

Fiir die o-Algebra A, verwenden wir die einfachere Bezeichnung A,,, und u,, fiir das Lebesgue-Mal} auf A,,.

Unsere ndchste Aufgabe besteht in dem Nachweis, dass es sich beim Lebesgue-Maf$ u, um eine Fortsetzung des
Jordan-Inhalts ¢, : R, — R, handelt. Ausschlaggebend ist hierbei die in Satz[3.3|festgestellte o-Additivitit von c,,.

Satz 3.15 (Fortsetzungssatz von Carathéodory)

Sei R ein Ring in , ¢ : R — R, ein o-additiver Inhalt und u; P - R, das zu c gehérende
dufdere Maf3. Mit der Notation aus Satz gilt dann R € A, und auBerdem u?|r =c, d.h. c
wird durch u? fortgesetzt.

Beweis: Wir bemerken vorweg, dass aus der o-Additivitit von ¢ die abzédhlbare Subadditivitét folgt. Sei namlich
(B )men €ine Folge in R mit der Eigenschaft, dass auch B = U:lo:l B, in R enthalten ist. Dann konnen wir dieser Folge
wie im Beweis von Satzeine Folge paarweise disjunkter Mengen (C,,),,ex mit C,, € B,, und U;nzl B, = U,T:l Cy
fiir alle m € IN zuordnen, und wegen B = U;ozl C,, gilt dann

c(B) = C(Gcm) = ic(cm) < ic(Bm).

m=1 m=1 m=1

Fiir ein beliebig vorgegebenes A € R beweisen wir nun zunéchst die Gleichung c(A) = u(A). Definieren wir die Folge
(A)nenw in R durch A; =Aund A, = @ fiir n > 2, dann gilt wegen U:Z1An O A nach Definition des dulderen Mal3es
die Ungleichung u}(A) < Zzl c(A,), und die Summe ist offenbar gleich c(A); insbesondere ist u’(A) also endlich.
Sei nun (A,),cn €ine beliebige Folge in R mit

oo (o]
AC UA” und ZC(AH)<+OO ;
n=1 n=1




dass es mindestens eine solche Folge gibt, haben wir soeben nachgewiesen. Die abzédhlbare Subadditivitdt von ¢ und
die Gleichung A= J°°,(ANA,) liefern

ca) = C(G(AﬂAn)) < ic(AﬂAn) < ic(An).
n=1 n=1 n=1

Bilden wir das Infimum iiber alle Folgen (A,),en in R mit A € U:;An, dann erhalten wir c(A) < u?(A), insgesamt
also Gleichheit.

Nun beweisen wir die Inklusion R € A,,.. Fiir gegebene A€ R und F <€ 2 miissen wir die Ungleichung

wi(F) = wpi(FNA)+ui(F\A) nachweisen.

Im Fall u(F) = +00 ist nichts zu zeigen; wir kénnen also davon ausgehen, dass eine Folge (A,),cn in R mit F C
U:ZlAn unf.i Z:Zl c(A,) < +00 existiert. Die Mengen A, N A bilden eine Uberdeckung von F N A, und die Mengen
A, \ A eine Uberdeckung von F \ A durch Elemente aus R. Wir erhalten somit die Abschétzung

WFNA) U (F\A) < D c(4,nA)+ > c(A,\A)
n=1 n=1
= DA nA+c(A,N\A) = D c(A,) <+oo.
n=1 n=1

Durch Ubergang zum Infimum iiber alle Folgen (A,),cn in R mit F C U:;An erhalten wir die gewiinschte Ab-
schétzung u;(F NA) + u!(F \ A) < u;(F). Also ist A in Ay enthalten. |

Folgerung 3.16 Der Ring R, der Figuren im R" ist in der o-Algebra A, der Lebesgue-
messbaren Mengen enthalten. Damit ist auch die Borel-Algebra B, im R" eine Teilmenge von
A, (denn dies ist nach Definition die kleinste o-Algebra, die R enthélt). Das Lebesgue-Maf3 u,,
stimmt auf R,, mit dem Jordan-Inhalt {iberein.

Im nichsten Kapitel werden wir zeigen, dass auch der in § 2 definierte Ring der Jordan-messbaren Teilmengen in A,
enthalten ist, und dass der Jordan-Inhalt ¢, auf diesem Ring mit dem Lebesgue-Mal$ u,, ibereinstimmt.
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