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Aufgabe  Wir betrachten in R? die Teilmenge
B = {(x,y)|x€0,2], x+1<y<3x+2}.

(a) Bestimmen Sie Folgen (Fp)new und (Gp)new von Figuren mit
Fn C B C G, und lim, c2(Fp) = limp, c2(Gp).

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus Teil (a), dass B
Jordan-messbar ist, und bestimmen Sie c»(B).

zu (a) Sei f(x) =x+1, g(x) = 3x+ 2 fiir alle x € [0, 2], und
sei n € IN. Zun&chst unterteilen wir das Intervall [0,2] durch

Xy = % fir 0 < k < nin n gleich groBe Abschnitte. Damit fiir
jedes k in diesem Bereich das Rechteck Qnx = [xk—1, Xk] X [Vk, k]
in B enthalten ist, muss f(x) < yx und zx < g(x) fiir alle

X € [xk—1,xk] gelten. Weil f und g auf dem Intervall [xx_1, xk]
streng monoton wachsend ist, gilt max f([xxk_1, xk]) = f(xx) und
min g([xk—1, xk]) = g(xk—1). Deshalb definieren wir

Qnk = Pxk—1: k] * [F(xk), g(—1)] und  Fo = | ) Quk.
I



Damit Rechtecke der Form P, = [xk—1, xk] X [y, zx] die Menge B
insgesamt abdecken, muss yx < f(x) und g(x) < z fiir alle

X € [xk—1, xk] gelten. Auf Grund der Monotonie von f und g gilt
min f([xk—1,xk]) = f(xk—1) und maxg([xk—1,xk]) = g(x«)-
Deshalb definieren wir

Pk = Da—1, ] X [F(-1), ()] und - Gy = ) Pk
k=1

zu (b)  Fiir jedes n € IN gilt

a(Fn) = Y (@) = D0k —xu-1)- (§(x-1) = F(xx)))
k=1 , k=1
= D7 (Bxe-1+2) — (x +1))
k=1
D R D S HCIL NN S
k=1 k=1



Ebenso erhalt man

n n

@2(G) = Y Pm) = D0k —x-1)- (g(xk) = F(x1-1)))

k=1 k=1

n

= %.((3xk+2)—(xk_1+1)):Z%.(3,%+2_2/<T_2_1)
k=1 —



_ 2 2k 2k—2 _ 2 4k 2
k=1 k=1
n n
= 2> (4k+2+n) = 5> k+Z.2n+ 3 p?
k=1 k=1
8

=& Inn+1)+i+2 =4 (1+1)+1+2

Aus F, C B C G, fiir alle n € IN folgt fiir das innere und das
duBere MaB von B jeweils cx(Fp) < c.(B) < ¢3(B) < 2(Gy), also

4.1+ -t i2<aB)<gB)<4- 1+1)+1+2

Der Grenzwert der Folgen links und rechts stimmt mit 6 iiberein.
Durch Anwendung des Sandwich-Lemmas erhalten wir die Glei-
chung c.(B) = 6 = ¢;(B). Daraus folgt, dass die Menge B Jor-
dan-messbar ist und c;(B) = 6 gilt.



Erganzungen:
In Aufgabe 1 vom Globaliibungsblatt 8 haben wir die Menge
B = {(X7y) E]R,z‘XE [_171] ) |y’ < (1_X)2

untersucht. Fiir jedes n € IN wird das Intervall [—1, 1] gleichm&Big
unterteilt durch die Punkte x, = —1 + % mit 0 < k < n. Die
Ungleichung |y| < (1 — x)? ist fiir alle x € [-1,1] und y € R
jeweils dquivalent zu —(1 — x)? < y < (1 — x)2.

Damit ein Rechteck der Form [xx_1, xx] X [yk, zk] in B enthalten
ist, muss —(1 — x)? < y, und z, < (1 — x)? fiir alle x € [xx_1, x¢]
gelten. Weil die Funktion x — —(1 — x)? auf dem Intervall
monoton wachsend ist, nimmt sie ihr Maximum im Punkt x, an.
Weil die Funktion x + (1 — x)2 auf dem Intervall monoton fallend
ist, wird ihr Minimum auch im Punkt x, angenommen. Deshalb
erhalten wir durch

an = [Xk—17X/<] X [_(1 - Xk)2’ (1 - Xk)2]

fir 1 <k <nund F, =J;_; Qnk eine Figur mit F, C B.



Entsprechend erhdlt man durch

Pok = D=1, ] % [—(1 = xk=1)?, (1 = xx1)?]
fir 1 < k < nund G, = Jj_; Pnk eine Figur mit G, D B.
Bei der Menge C = {(x,y) | x € [-1,1], |y| < 1+ x?} miisste man
beriicksichtigen, dass das Monotonieverhalten von x +— —(1 4 x?)
und x > 1 + x? auf den Teilintervallen [—1,0] und [0, 1] unter-
schiedlich ausfillt: Die erste Funktion ist auf [—1,0] monoton
wachsend und auf [0, 1] monoton fallend, bei der zweiten Funktion
ist es umgekehrt. Hier kdnnte man beispielsweise das Intervall

[~1,1] durch xx = —1 + % in 2n Abschnitte unterteilen. Definiert
man

Qnk = [Xk—1,xk] x [-(1 —|—x,3), 1 —|—x£] firl<k<n
Qo = [Xk—1, %] X [~(1+x2_1), 1+ xZ_4] fiir n+1 < k < 2n

2n
Fo=J Qu
k=1



und entsprechend

Pok = [xk—1,x] X [~(14+x_1),1+xZ 4] fir L< k<n
Pok = [xk—1, xi] % [—(1 4 x2), 1+ xZ] fiir n4+1 < k < 2n

2n
Gn - U Pnk
k=1

dann gilt F, C C C G, fiir alle n € IN.
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Bitte beachten Sie den Hinweis auf der nachsten Seite.




Die Methode, einfach mehrere Jordanketten zu bilden und diese zu
einer Basis zusammenzusetzen, so wie wir es gerade gesehen
haben, funktioniert in der Praxis meistens, und ist deutlich
einfacher zu handhaben als das allgemeine Verfahren, das im
Skript auf Seite 200 beschrieben wurde.

Der Nachteil der Methode besteht darin, dass sie fehlschlagen
kann: Es kann passieren, dass die Jordanketten zusammenge-
nommen keine Basis des R" bilden. In diesem Fall muss man die
Jordanketten mit anderen Startvektoren bilden (bei der Matrix A
von oben beispielsweise mit e;, e3 statt mit e, e2) und einen neuen
Versuch starten. Wenn man sichergehen will, dass man auf Anhieb
eine Jordanbasis erhilt, dann fiihrt an dem allgemeinen Verfahren
kein Weg vorbei.



