




















Aufgabe Wir betrachten in R2 die Teilmenge

B = {(x , y) | x ∈ [0, 2] , x + 1 ≤ y ≤ 3x + 2}.

(a) Bestimmen Sie Folgen (Fn)n∈N und (Gn)n∈N von Figuren mit
Fn ⊆ B ⊆ Gn und limn c2(Fn) = limn c2(Gn).

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus Teil (a), dass B
Jordan-messbar ist, und bestimmen Sie c2(B).

zu (a) Sei f (x) = x + 1, g(x) = 3x + 2 für alle x ∈ [0, 2], und
sei n ∈ N. Zunächst unterteilen wir das Intervall [0, 2] durch
xk = 2k

n für 0 ≤ k ≤ n in n gleich große Abschnitte. Damit für
jedes k in diesem Bereich das Rechteck Qnk = [xk−1, xk ]× [yk , zk ]
in B enthalten ist, muss f (x) ≤ yk und zk ≤ g(x) für alle
x ∈ [xk−1, xk ] gelten. Weil f und g auf dem Intervall [xk−1, xk ]
streng monoton wachsend ist, gilt max f ([xk−1, xk ]) = f (xk) und
min g([xk−1, xk ]) = g(xk−1). Deshalb definieren wir

Qnk = [xk−1, xk ]× [f (xk), g(xk−1)] und Fn =
n⋃

k=1

Qnk .



Damit Rechtecke der Form Pnk = [xk−1, xk ]× [yk , zk ] die Menge B
insgesamt abdecken, muss yk ≤ f (x) und g(x) ≤ zk für alle
x ∈ [xk−1, xk ] gelten. Auf Grund der Monotonie von f und g gilt
min f ([xk−1, xk ]) = f (xk−1) und max g([xk−1, xk ]) = g(xk).
Deshalb definieren wir

Pnk = [xk−1, xk ]× [f (xk−1), g(xk)] und Gn =
n⋃

k=1

Pnk .

zu (b) Für jedes n ∈ N gilt

c2(Fn) =
n∑

k=1

c2(Qkn) =
n∑

k=1

(xk − xk−1) · (g(xk−1)− f (xk)))

=
n∑

k=1

2
n · ((3xk−1 + 2)− (xk + 1))

=
n∑

k=1

2
n · (3 · 2k−2

n + 2− 2k
n − 1) =

n∑
k=1

2
n · (3 · 2k−2

n + 2− 2k
n − 1)



=
n∑

k=1

2
n · (4kn − 6

n + 1) = 2
n2

n∑
k=1

(4k − 6 + n)

= 8
n2

n∑
k=1

k − 2
n2

· 6n + 2
n2

· n2 = 8
n2

· 1
2n(n + 1)− 1

3n + 2

= 4 · (1 + 1
n )−

1
3n + 2.

Ebenso erhält man

c2(Gn) =
n∑

k=1

c2(Pkn) =
n∑

k=1

(xk − xk−1) · (g(xk)− f (xk−1)))

=
n∑

k=1

2
n · ((3xk + 2)− (xk−1 + 1)) =

n∑
k=1

2
n · (3 · 2k

n + 2− 2k−2
n − 1)



=
n∑

k=1

2
n · (3 · 2k

n + 2− 2k−2
n − 1) =

n∑
k=1

2
n · (4kn + 2

n + 1)

= 2
n2

n∑
k=1

(4k + 2 + n) = 8
n2

n∑
k=1

k + 2
n2

· 2n + 2
n2

· n2

= 8
n2

· 1
2n(n + 1) + 1

n + 2 = 4 · (1 + 1
n ) +

1
n + 2.

Aus Fn ⊆ B ⊆ Gn für alle n ∈ N folgt für das innere und das
äußere Maß von B jeweils c2(Fn) ≤ c2∗(B) ≤ c∗2 (B) ≤ c2(Gn), also

4 · (1 + 1
n )−

1
3n + 2 ≤ c2∗(B) ≤ c∗2 (B) ≤ 4 · (1 + 1

n ) +
1
n + 2.

Der Grenzwert der Folgen links und rechts stimmt mit 6 überein.
Durch Anwendung des Sandwich-Lemmas erhalten wir die Glei-
chung c2∗(B) = 6 = c∗2 (B). Daraus folgt, dass die Menge B Jor-
dan-messbar ist und c2(B) = 6 gilt.



Ergänzungen:

In Aufgabe 1 vom Globalübungsblatt 8 haben wir die Menge

B = {(x , y) ∈ R2 | x ∈ [−1, 1] , |y | ≤ (1− x)2

untersucht. Für jedes n ∈ N wird das Intervall [−1, 1] gleichmäßig
unterteilt durch die Punkte xk = −1 + 2k

n mit 0 ≤ k ≤ n. Die
Ungleichung |y | ≤ (1− x)2 ist für alle x ∈ [−1, 1] und y ∈ R
jeweils äquivalent zu −(1− x)2 ≤ y ≤ (1− x)2.

Damit ein Rechteck der Form [xk−1, xk ]× [yk , zk ] in B enthalten
ist, muss −(1− x)2 ≤ yk und zk ≤ (1− x)2 für alle x ∈ [xk−1, xk ]
gelten. Weil die Funktion x 7→ −(1− x)2 auf dem Intervall
monoton wachsend ist, nimmt sie ihr Maximum im Punkt xk an.
Weil die Funktion x 7→ (1− x)2 auf dem Intervall monoton fallend
ist, wird ihr Minimum auch im Punkt xk angenommen. Deshalb
erhalten wir durch

Qnk = [xk−1, xk ]× [−(1− xk)
2, (1− xk)

2]

für 1 ≤ k ≤ n und Fn =
⋃n

k=1Qnk eine Figur mit Fn ⊆ B.



Entsprechend erhält man durch

Pnk = [xk−1, xk ]× [−(1− xk−1)
2, (1− xk−1)

2]

für 1 ≤ k ≤ n und Gn =
⋃n

k=1 Pnk eine Figur mit Gn ⊇ B.

Bei der Menge C = {(x , y) | x ∈ [−1, 1], |y | ≤ 1+ x2} müsste man
berücksichtigen, dass das Monotonieverhalten von x 7→ −(1 + x2)
und x 7→ 1 + x2 auf den Teilintervallen [−1, 0] und [0, 1] unter-
schiedlich ausfällt: Die erste Funktion ist auf [−1, 0] monoton
wachsend und auf [0, 1] monoton fallend, bei der zweiten Funktion
ist es umgekehrt. Hier könnte man beispielsweise das Intervall
[−1, 1] durch xk = −1 + k

n in 2n Abschnitte unterteilen. Definiert
man

Qnk = [xk−1, xk ]× [−(1 + x2k ), 1 + x2k ] für 1 ≤ k ≤ n

Qnk = [xk−1, xk ]× [−(1 + x2k−1), 1 + x2k−1] für n + 1 ≤ k ≤ 2n

Fn =
2n⋃
k=1

Qnk



und entsprechend

Pnk = [xk−1, xk ]× [−(1 + x2k−1), 1 + x2k−1] für 1 ≤ k ≤ n

Pnk = [xk−1, xk ]× [−(1 + x2k ), 1 + x2k ] für n + 1 ≤ k ≤ 2n

Gn =
2n⋃
k=1

Pnk

dann gilt Fn ⊆ C ⊆ Gn für alle n ∈ N.







Bitte beachten Sie den Hinweis auf der nächsten Seite.



Die Methode, einfach mehrere Jordanketten zu bilden und diese zu
einer Basis zusammenzusetzen, so wie wir es gerade gesehen
haben, funktioniert in der Praxis meistens, und ist deutlich
einfacher zu handhaben als das allgemeine Verfahren, das im
Skript auf Seite 200 beschrieben wurde.

Der Nachteil der Methode besteht darin, dass sie fehlschlagen
kann: Es kann passieren, dass die Jordanketten zusammenge-
nommen keine Basis des Rn bilden. In diesem Fall muss man die
Jordanketten mit anderen Startvektoren bilden (bei der Matrix A
von oben beispielsweise mit e1, e3 statt mit e1, e2) und einen neuen
Versuch starten. Wenn man sichergehen will, dass man auf Anhieb
eine Jordanbasis erhält, dann führt an dem allgemeinen Verfahren
kein Weg vorbei.


