
Mächtigkeit von Mengen, Unendlichkeit

Im Folgenden bezeichnet Mn = {1, 2, 3, ..., n} für jedes n ∈ N die
Menge der natürlichen Zahlen von 1 bis n. Außerdem setzen wir
M0 = ∅.

Definition (4.9)

Sei n ∈ N0. Man sagt, eine Menge A besteht aus n Elementen
oder hat die Mächtigkeit n, falls eine bijektive Abbildung
φ : Mn → A existiert. Wir schreiben dann |A| = n.

Definition (4.10)

Eine Menge A ist endlich, falls ein n ∈ N0 mit |A| = n existiert.
Ansonsten bezeichnen wir die Menge A als unendlich.

Proposition (4.11)

Zwei endliche Mengen A,B haben genau dann dieselbe
Mächtigkeit, wenn eine Bijektion A → B existiert.



Rechenregeln für Mächtigkeiten

Satz (4.12)

(i) Sind A und B endliche disjunkte Mengen, ist also A ∩ B = ∅,
dann gilt |A ∪ B| = |A|+ |B|.

(ii) Ist B endlich und A ⊆ B, dann gilt |A| ≤ |B| und
|B \ A| = |B| − |A|.

(iii) Sind A und B beliebige endliche Mengen, dann gilt
|A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B| und |A× B| = |A| · |B|.

(iv) Für jede endliche Menge A gilt |P(A)| = 2|A|.

Ist A eine endliche Menge, dann ist also insbesondere jede
Teilmenge von A endlich, und ebenso die Potenzmenge P(A).



Definition der Binomialkoeffizienten

Definition (4.13)

Für jede Menge B und jedes k ∈ N0 sei Pk(B) jeweils die Anzahl
der k-elementigen Teilmengen von B, also

Pk(B) =

{
A ∈ P(B)

∣∣∣∣ |A| = k

}
.

Für alle k , n ∈ N0 definieren wir
(n
k

)
= |Pk(Mn)| und bezeichnen

diese Zahl als den Binomialkoeffizienten von n über k.

Einige Binomialkoeffizienten lassen sich direkt angeben.

•
(n
0

)
= 1 für alle n ∈ N0

•
(n
1

)
= n für alle n ∈ N0

•
(n
k

)
=

( n
n−k

)
für alle k , n ∈ N0

•
(n
k

)
= 0 für n ∈ N0 und k > n





Eine Formel für die Binomialkoeffizienten

Proposition (4.14)

Seien k , n ∈ N0, wobei k ≥ 1 ist. Dann gilt(
n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
.

Die Fakultätsfunktion ist definiert durch 0! = 1 und
(n + 1)! = (n + 1) · n! für alle n ∈ N0. Zum Beispiel ist

4! = 4 · 3 · 2 · 1 = 24.

Satz (4.15)

Für alle k , n ∈ N0 mit k ≤ n gilt(
n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
.



Das Pascalsche Dreieck
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Jeder Binomialkoeffizient, der nicht am linken oder rechten Rand
des Dreiecks liegt, ist die Summe der beiden über im stehenden
Binomialkoeffizienten.









Ergänzung: Für k = 0 muss die Gleichung auch noch überprüft
werden. Wir wissen bereits, dass

(n
0

)
= 1 ist, und andererseits gilt

auch n!
0!(n−0)! = 1.



Gleiche Mächtigkeit bei unendlichen Mengen

Proposition (4.16)

Eine Menge A ist genau dann unendlich, wenn eine injektive
Abbildung N→ A existiert.

Definition (4.17)

Wir bezeichnen zwei Mengen A und B als gleichmächtig (oder als
Mengen mit gleicher Mächtigkeit) und schreiben |A| = |B|, wenn
eine Bijektion ϕ : A → B existiert.

Wegen Proposition 4.11 ist dies konsistent mit der entsprechenden
Beziehung zwischen endlichen Mengen.









Definition der abzählbaren Unendlichkeit

Definition (4.18)

• Eine Menge A wird abzählbar unendlich genannt, wenn sie die
gleiche Mächtigkeit wie N besitzt.

• Eine Menge, die endlich oder abzählbar unendlich ist, nennen
wir höchstens abzählbar.

• Eine Menge, die nicht höchstens abzählbar ist, bezeichnet
man als überabzählbar.



Eigenschaften abzählbar unendlicher Mengen

Proposition (4.19)

Abzählbar unendliche Mengen sind unendlich.

Lemma (4.20)

Jede unendliche Teilmenge von N ist abzählbar unendlich.



Eigenschaften abzählbar unendlicher Mengen (Forts.)

Proposition (4.21)

(i) Teilmengen höchstens abzählbarer Mengen sind höchstens
abzählbar.

(ii) Sind A,B Mengen, ist A höchstens abzählbar und ϕ : A → B
eine surjektive Abbildung, dann ist auch B höchstens
abzählbar.







Eigenschaften abzählbar unendlicher Mengen (Forts.)

Sprechweise:
Seien I und A Mengen. Eine Abbildung φ : I → A nennt man auch
eine Familie von Elementen der Mengen A und verwendet für diese
dann die Schreibweise (ai )i∈I . Für das Element φ(i) wird dann
jeweils die Notation ai verwendet, und man bezeichnet i als den
Index (so etwas wie ein

”
Label“) des Elements ai ∈ A.

Satz (4.22)

(i) Sind A und B abzählbar unendliche Mengen, dann ist auch
A× B abzählbar unendlich.

(ii) Ist I höchstens abzählbar, und ist (Ai )i∈I eine Familie
bestehend aus lauter höchstens abzählbaren Mengen Ai , dann
ist auch die Vereinigung

⋃
i∈I Ai höchstens abzählbar.







Abzählbarkeit und Überabzählbarkeit der Zahlbereiche

Satz (4.23)

(i) Die Menge N0 ist abzählbar unendlich.

(ii) Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzählbar unendlich.

(iii) Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzählbar unendlich.

(iv) Die Menge R der reellen Zahlen ist überabzählbar.






