Eigenschaften von Abbildungen

Definition (4.6)
Sei f : X = Y eine Abbildung.

(i) Wenn fiir alle x1, x2 € X aus f(x1) = f(x2) jeweils x; = x2
folgt, dann nennt man die Abbildung injektiv.

(i) Wenn es fiir jedes y € Y ein x € X mit f(x) = y gibt, dann
wird f surjektiv genannt.

(iii) Eine Abbildung f, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist,
bezeichnet man als bijektiv.

Die Komposition zweier injektiver (bzw. surjektiver, bijektiver)
Abbildungen ist injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv).




Charakterisierung injektiver, surjektiver und bijektiver
Abbildungen

Satz (4.8)
Seien X, Y nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung.

(i) Esist f genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : Y — X
mit g o f = idx existiert.

(ii) Sie ist genau dann surjektiv, wenn es ein g : Y — X mit
fog=idy gibt.

(iii) Sie ist bijektiv genau dann, wenn ein g : Y — X mit den
Eigenschaften und existiert. Die
Abbildung g mit diesen beiden Eigenschaften ist dann
eindeutig bestimmt. Man nennt sie die Umkehrabbildung von
f und bezeichnet sie mit 1.

Ist V C Y eine Teilmenge, dann bezeichnet f~1(V) die
Urbildmenge von V unter f, unabhangig davon, ob f eine Umkehr-
abbildung f~! besitzt oder nicht.
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Machtigkeit von Mengen, Unendlichkeit

Im Folgenden bezeichnet M, = {1,2,3, ..., n} fiir jedes n € IN die
Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis n. AuBerdem setzen wir
My = 2.

Definition (4.9)

Sei n € INg. Man sagt, eine Menge A besteht aus n Elementen
oder hat die Machtigkeit n, falls eine Abbildung
¢ : M, — A existiert. Wir schreiben dann |A| = n.

Definition (4.10)

Eine Menge A ist endlich, falls ein n € INg mit |A| = n existiert.
Ansonsten bezeichnen wir die Menge A als unendlich.
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Rechenregeln fiir Machtigkeiten

Zwei endliche Mengen A, B haben genau dann dieselbe
Machtigkeit, wenn eine Bijektion A — B existiert.

(i) Sind A und B endliche disjunkte Mengen, ist also AN B = &,
dann gilt |AU B| = |A| + |B|.

(ii) Ist B endlich und A C B, dann gilt |A| < |B| und
[B\A| = [B[ - |Al.

(iii) Sind A und B beliebige endliche Mengen, dann gilt
|JAUB| = |A|+ |B| —|ANB| und |A x B| = |A| - |B|.

(iv) Fiir jede endliche Menge A gilt | Z2(A)| = 21Al.

Ist A eine endliche Menge, dann ist also insbesondere jede

Teilmenge von A endlich, und ebenso die Potenzmenge Z(A).
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