§4. Abbildungen und Machtigkeiten

Definition (4.1)

Seien X, Y Mengen. Eine Relation f zwischen X und Y wird
Abbildung genannt, wenn fiir jedes x € X genau ein y € Y mit
(x,y) € f existiert. In Formelschreibweise:

(i) VxeX:dyeY:(x,y)ef

(i) Vx e X :Vy,y e Y:(x,y)efAN(x,y)ef=y=y.
Dabei nennt man X den Definitions- und Y den Wertebereich der
Abbildung.
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Beispiel fiir eine Abbildung

Die Menge {(x,y) € R? | y = x2} ist eine Abbildung R — R.
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(Uber jedem griinen Punkt auf der x-Achse befindet sich genau ein
roter Punkt. Jedem wird ein eindeutig bestimmter y-Wert
zugeordnet.)



Ein Gegenbeispiel

Die Menge {x? + y? < 1} ist Abbildung X — R, egal von
welchem Definitionsbereich X mit [0,1] € X C R man ausgeht.

0.5

- .58




Anwendung:
Ubergangsfunktion vs. -relation bei Turingmaschinen
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Einschrankung von Abbildungen

Proposition (4.2)
Sind X, Y Mengen, f C X x Y eine Abbildung und U C X. Dann
ist durch

flu={(x,y)ef|xeU}=fn(UXxY)

eine Abbildung von U nach Y definiert. Wir bezeichnen sie als die
Einschrankung von f auf die Teilmenge U.

(Hier wird also lediglich der Definitionsbereich der Abbildung
verkleinert.)



Komposition von Abbildungen

Proposition (4.3)

Seien X,Y,Z Mengenund f : X = Y, g: Y — Z zwei
Abbildungen. Dann ist

gof={(x,2)eXxZ|IyeY:(x,y)efA(y,z)€Eg}

eine Abbildung von X nach Z, und es gilt (g o f)(x) = g(f(x))
fiir alle x € X. Man nennt g o f die Komposition der Abbildungen
fund g.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildungen
fRoRx—x+1lundg:R—R,x— x°
Dann sind die Abbildungen g o f und f o g gegeben durch
(gof)(x)=(x+1)>und (fog)(x)=x>+1.
I



Bild- und Urbildmengen

Definition (4.4)
Seien f : X — Y eine Abbildung und UC X, V C Y.

(i) Die Teilmenge f(U) = {f(x) | x € U} C Y wird die
Bildmenge von U unter der Abbildung f genannt. Es handelt
sich um die Elemente von Y, die man dadurch erhilt, dass
man f auf ein Element aus U anwendet.

(i) Die Teilmenge f~1(V) = {x € X | f(x) € V} C X wird die
Urbildmenge von V unter f genannt. Sie besteht aus genau
den Elementen von X, die nach V abgebildet werden.




Beziehung zwischen Bild- und Urbildmengen

Proposition (4.5)
Sei f : X = Y eine Abbildung, U C X und V C Y. Dann gilt

() (V) c vV (i) U C FH(F(V))
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Eigenschaften von Abbildungen

Definition (4.6)
Sei f : X = Y eine Abbildung.
(i) Wenn fiir alle x1,x2 € X aus f(x1) = f(x2) jeweils x; = xo
folgt, dann nennt man die Abbildung injektiv.
(i) Wenn es fiir jedes y € Y ein x € X mit f(x) = y gibt, dann
wird f surjektiv genannt.

(iii) Eine Abbildung f, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist,
bezeichnet man als bijektiv.




Charakterisierung einer Abbildung durch Urbilder

Die drei soeben definierten Eigenschaften von Abbildungen lassen
sich auch mit Hilfe der Urbildmengen charakterisieren. Eine
Abbildung f : X — Y ist genau dann...
e injektiv, wenn f~1({y}) fiir jedes y € Y hochstens ein
Element enthilt,
e surjektiv, wenn f~1({y}) fiir jedes y € Y mindestens ein
Element enthalt,
e bijektiv, wenn f=1({y}) fiir jedes y € Y genau ein Element
enthalt.



Erhaltung der Eigenschaften unter Komposition

Die Komposition zweier injektiver (bzw. surjektiver, bijektiver)
Abbildungen ist injektiv (bzw. surjektiv, bijektiv).
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Charakterisierung injektiver, surjektiver und bijektiver
Abbildungen

Satz (4.8)
Seien X, Y nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung.

(i) Esist f genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : Y — X
mit g o f = idx existiert.

(ii) Sie ist genau dann surjektiv, wenn es ein g : Y — X mit
fog=idy gibt.

(iii) Sie ist bijektiv genau dann, wenn ein g : Y — X mit den
Eigenschaften und existiert. Die
Abbildung g mit diesen beiden Eigenschaften ist dann
eindeutig bestimmt. Man nennt sie die Umkehrabbildung von
f und bezeichnet sie mit 1.

Ist V C Y eine Teilmenge, dann bezeichnet f~1(V) die
Urbildmenge von V unter f, unabhangig davon, ob f eine Umkehr-
abbildung f~! besitzt oder nicht.
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