§3. Relationen

Definition (3.1)

Seien X und Y Mengen.
(i) Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R C X x X.

(ii) Eine Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge
RCXxY.

intuitiv:

»Relation® = Beziehung zwischen den Elementen von X
und denen von Y



Eigenschaften von Relationen

Definition (3.2)
Sei X eine Menge. Eine Relation R auf X heiBt
(i

)

(i) symmetrisch, falls xRy = yRx fiir alle x,y € X,
)
)

reflexiv, falls xRx fiir alle x € X,

(i) anti-symmetrisch, falls xRy A yRx = x = y fiir alle x,y € X,

(iv) transitiv, falls xRy A yRz = xRz fiir alle x,y,z € X gilt.




Ordnungsrelationen

Definition (3.3)
Sei X eine Menge.

(i) Eine Halbordnung auf X ist eine reflexive, anti-symmetrische
und transitive Relation.

(i) Bezeichnet < eine Halbordnung auf X, so nennt man zwei
Elemente x, y € X vergleichbar beziiglich <, wenn die
Bedingung (x < y) Vv (y < x) erfiillt ist.

(iii) Eine Halbordnung auf X wird Totalordnung genannt, wenn
je zwei Elemente aus X miteinander vergleichbar sind.




Beispiele fiir Halb- und Totalordnungen

e Z, Q, R mit der gewdhnlichen <-Relation
(Dies sind Totalordnungen.)

o Teilerrelation auf den natiirlichen Zahlen
(Halbordnung, aber keine Totalordnung)

@ Inklusionsrelation auf der Potenzmenge Z2(X) einer Menge X
(Halbordnung, aber fiir | X| > 2 keine Totalordnung)



Aquivalenzrelationen

Definition (3.4)

Eine Relation ~ auf einer Menge X wird Aquivalenzrelation
genannt, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele fiir Aquivalenzrelationen

(i) X = Menge der Schiiler einer Schule
x ~y < ,x geht in dieselbe Klasse wie y*
(i) X=IN,a~b < a hat dieselbe Paritat wie b
(d.h. a, b sind entweder beide gerade oder ungerade)
(iii) A endliche Menge, X = Z(A), P~ Q & |P|=1Q)|
(wobei |P| die Elementezahl von P bezeichnet)



Die Kongruenzrelationen

Notation: Seien m,n € Z.
m|n < 3keZ:n=km < ,mist Teiler von n*
Definition (3.5)

Fiir jedes n € IN sei die Relation =, auf Z definiert durch die
Festlegung

a=,b & n|(a—b) VabelZ.

Die Relation =, wird als Kongruenzrelation modulo n
bezeichnet. Zwei ganze Zahlen a, b € Z mit a =, b werden auch
kongruent modulo n genannt.
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Die Kongruenzrelation als Aquivalenzrelation

An Stelle von a =, b sind auch die Schreibweisen
a=bmodn und a=b(n)

gebrauchlich.

Fiir jedes n € IN ist =, eine Aquivalenzrelation auf Z.
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Zerlegungen einer Menge

Definition (3.7)
Als Zerlegung einer Menge X bezeichnen wir eine Teilmenge
Z C P(X) mit den Eigenschaften
(i) Ao firalle Aec &
(ii) Fir jedes x € X existiert ein A € 2 mit x € A.
(iii) Fur alle A, B € & folgt aus AN B # & jeweils A= B.

.




Die Aquivalenzklasse eines Elements

Definition (3.8)

Sei X eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf X und x € X.
Dann nennt man die Teilmenge

XI. = {yeX|x~y}

die Aquivalenzklasse des Elements x beziiglich ~.

Proposition (3.9)

Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fir alle
x,y € X folgt aus y € [x]~ stets [x]. = [y]~. Die Aquivalenz-
klassen von ~ bilden also eine der Menge X.
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Die Aquivalenzrelation geg. durch eine Zerlegung

Proposition (3.10)
Sei X eine Menge und % eine Zerlegung von X. Dann ist durch
die Festlegung

X~y © JAeZ:(xeAAN(yeA) Vx,yelX

eine Aquivalenzrelation auf X definiert.
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Definition der Kongruenzklassen

Proposition (3.11)

Sei n € IN und a € Z. Dann ist die Aquivalenzklasse [a], von a
beziiglich der Relation =, gegeben durch die Menge

a+nZ = A{a+nk|keZ}.

Man nennt [a], auch die Kongruenz- oder Restklasse der Zahl a
modulo n.

.
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Anmerkung zum Beweis von Proposition 3.11

Die mit dem Ausrufezeichen (!) markierte Stelle ist die einzige, an
der man eventuell kurz liberlegen muss, ob hier wirklich eine
Aquivalenz vorliegt. Die Richtung , =" hat folgende Begriindung:
Ist k € Z ein Element mit b = a + (—k)n, dann erfiillt £ = —k die
Gleichung b = a+ ¢n.

Genauso erhilt man die Richtung ,,<": Ist { € Z mit b= a+ {n,
dann erfiillt k = —¢ die Gleichung b = a + (—k)n, denn fiir dieses
kgilta+ (—k)n=a+ (—(—{))n=a+tn=b.



Ubereinstimmung von Kongruenzklassen

Durch die Anwendung von Proposition (3.11) auf die Relation =,
und die Zerlegungseigenschaft der Aquivalenzklassen kommt man
zu dem Schluss

Folgerung (3.12)

Fiir alle n € IN und a, b € Z gilt die Aquivalenz

a=,b & be€ea+nZ <& a+nZ=>b+ nZ.

Beispiel:  In Z/5Z gelten die Gleichungen

.= —8+5b5Z = —3+5Z = 2+572 = 7+57 = ..



Die Menge der Kongruenzklassen

Proposition (3.13)

Fiir jedes n € IN sei Z/nZ die Menge der Kongruenzklassen
modulo n. Dann besitzt Z/nZ :
namlich r +nZ mit 0 < r < n.

Statt mit [a], oder a + nZ bezeichnet man die Restklasse von a
auch mit 3, sofern n aus dem Kontext heraus bekannt ist. Nach
Proposition (3.13) ist die Menge Z/7Z beispielsweise gegeben
durch

7)17. = {0,1,2,3,4,5,6)}.
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§4. Abbildungen und Machtigkeiten

Definition (4.1)

Seien X, Y Mengen. Eine Relation f zwischen X und Y wird
Abbildung genannt, wenn fiir jedes x € X genau ein y € Y mit
(x,y) € f existiert. In Formelschreibweise:

(i) Vxe X:3dyeY:(x,y)ef

(i) Vxe X :Vy,y e Y:(x,y)efAN(x,y)ef=y=y.
Dabei nennt man X den Definitions- und Y den Wertebereich
der Abbildung.




Beispiel fiir eine Abbildung

Die Menge {(x,y) € R? | y = x2} ist eine Abbildung R — R.

¥
s

] ]

(Uber jedem griinen Punkt auf der x-Achse befindet sich genau ein
roter Punkt. Jedem wird ein eindeutig bestimmter y-Wert
zugeordnet.)



Ein Gegenbeispiel

Die Menge {x? + y? < 1} ist Abbildung X — R, egal von
welchem Definitionsbereich X mit [0,1] € X C R man ausgeht.

0.5

- .58
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Einschrankung von Abbildungen

Proposition (4.2)
Sind X, Y Mengen, f C X x Y eine Abbildung und U C X. Dann
ist durch

flu={(x,y)ef|xeU}=fn(UXxY)

eine Abbildung von U nach Y definiert. Wir bezeichnen sie als die
Einschrankung von f auf die Teilmenge U.

(Hier wird also lediglich der Definitionsbereich der Abbildung
verkleinert.)



