
Stabilität von Systemen mit konstanten Koeffizienten

Satz (8.11)

Sei A ∈ Mn,R, und seien λ1, ..., λm ∈ C die verschiedenen
komplexen Eigenwerte der Matrix. Das System y ′ = Ay ist genau
dann

(i) stabil, falls Reλj ≤ 0 für 1 ≤ j ≤ m gilt und außerdem für
jeden Eigenwert λj mit Reλj = 0 die algebraische und
geometrische Vielfachheit jeweils übereinstimmen;

(ii) asymptotisch stabil, falls Reλj < 0 für 1 ≤ j ≤ m erfüllt ist.



Satz über linearisierte asymptotische Stabilität

Satz (8.14)

Gegeben sei ein autonomes System der Form

y ′ = Ay + r(y) ,

bestehend aus einer Matrix A ∈ Mn,R und einer stetig
differenzierbaren Funktion r : D → Rn definiert auf einer offenen
Nullumgebung D ⊆ Rn mit r(0Rn) = 0Rn und r ′(0Rn) = 0Mn,R

.
Besitzt die Matrix A nur Eigenwerte mit negativem Realteil,
so ist die Ruhelage 0Rn des Systems asymptotisch stabil.





Definition der Lyapunov-Funktionen

Definition (8.15)

Sei D ⊆ Rn offen und f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig. Eine
stetig differenzierbare Funktion V : D → R wird
Lyapunov-Funktion zu y ′ = f (y) genannt, wenn

⟨(∇V )(y), f (y)⟩ ≤ 0

für alle y ∈ D erfüllt ist.

Jede Erhaltungsgröße eines autonomen Systems ist eine
Lyapunov-Funktion, insbesondere jede Hamilton-Funktion.



Lyapunov-Kriterium für Stabilität

Lemma (8.16)

Sei D ⊆ Rn offen, f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig und
V : D → R eine Lyapunov-Funktion zu y ′ = f (y). Ist φ : I → Rn

eine Lösung des autonomen Systems, dann ist die Funktion
V ◦ φ : I → R monoton fallend.

Satz (8.17)

Sei D ⊆ Rn offen, f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig und
V : D → R eine Lyapunov-Funktion zu y ′ = f (y). Ist c ∈ D mit
f (c) = V (c) = 0 und V (y) > 0 für alle y ∈ D \ {c}, dann ist c
eine stabile Ruhelage von y ′ = f (y).











Invariante Teilmengen des Definitionsbereichs

Definition (8.18)

Sei D ⊆ Rn offen und f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig. Eine
Teilmengen M ⊆ D wird bezüglich y ′ = g(y)

(i) positiv invariant genannt, wenn für jedes v ∈ M auch die
positive Halbtrajektorie T+(v) in M enthalten ist,

(ii) negativ invariant, wenn für jedes v ∈ M auch die negative
Halbtrajektorie T−(v) in M enthalten ist, und

(iii) invariant, wenn für jedes v ∈ M die gesamte Trajektorie T (v)
in M liegt.





Lyapunov-Kriterium für asymptotische Stabilität

Satz (8.19)

Sei D ⊆ Rn offen, f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig und
V : D → R eine Lyapunov-Funktion zum autonomen System
y ′ = f (y). Sei c ∈ D ein Punkt mit folgenden Eigenschaften.

• f (c) = V (c) = 0

• V (y) > 0 und ⟨(∇V )(y), f (y)⟩ < 0 für alle y ∈ D \ {c}
Dann ist c eine asymptotisch stabile Ruhelage von y ′ = f (y).











Lyapunov-Kriterium für Instabilität

Satz (8.20)

Sei D ⊆ Rn offen, f : D → Rn lokal Lipschitz-stetig und
V : D → R eine Lyapunov-Funktion zum autonomen System
y ′ = f (y). Sei c ∈ D ein Punkt mit folgenden Eigenschaften.

• f (c) = V (c) = 0

• ⟨(∇V )(y), f (y)⟩ < 0 für alle y ∈ D \ {c}
• In jeder Umgebung von c existiert ein y ∈ D mit V (y) < 0.

Dann ist c eine instabile Ruhelage von y ′ = f (y).








