Definition der Ubergangsmatrix

Definition (8.7)

Sei J C R ein offenes Intervall und A: J — M, R eine stetige
Funktion. Seien tg, t; € J und & : J — GL,(R) das Fundamen-
talsystem von y’ = A(x)y mit ®(ty) = E,, wobei E, die Einheits-
matrix bezeichnet. Dann wird die Ubergangsma-
trix des Systems y’ = A(x)y von to nach t; genannt.




Einheitliches Stabilitatsverhalten der Losungen

Satz (8.9)

Seien A : ]a, +oo[ = MpRr und g : |—a, +oo[ — R” stetige
Funktionen. Wir betrachten das lineare System von
Differenzialgleichungen y’ = A(x)y + g(x).

(i) Eine beliebige Losung 1) des Systems ist genau dann stabil
bzw. attraktiv, wenn die Nulllésung des homogenen Systems
y' = A(x)y stabil bzw. attraktiv ist.

(i) Ist die Losung 1) attraktiv, dann ist sie auch stabil.

Auf Grund von Satz 8.9 ist es gerechtfertigt, von einem stabilen
linearen System von Differenzialgleichungen zu sprechen, und
ebenso von instabilen, attraktiven oder asymptotisch stabilen
Systemen.



Stabilitatsverhalten homogener Losungen

Satz (8.10)

Sei A Ja, +oo[ = M, R eine stetige Funktion. Fiir alle
t,t' € Ja, +oof sei A(t', t) jeweils die Ubergangsmatrix zum
homogenen System y’ = A(x)y.

(i) Das System ist genau dann stabil, wenn fiir jedes a > « ein
B =p(a) € RT existiert, so dass |A(t,a)]| < 3 firallet > a
erfiillt ist.

(ii) Das System ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
lim A(t,a) =0 fiir alle a > « gilt.

t—+00




Stabilitat von Systemen mit konstanten Koeffizienten

Sei A€ M, R, und seien Ay, ..., Ay, € C die verschiedenen
komplexen Eigenwerte der Matrix. Das System y’ = Ay ist genau
dann
(i) stabil, falls Re \; <0 fiir 1 < j < m gilt und auBerdem fiir
jeden Eigenwert A; mit Re \; = 0 die algebraische und
geometrische Vielfachheit jeweils iibereinstimmen;

(ii) asymptotisch stabil, falls Re A; < 0 fiir 1 < j < m erfiillt ist.
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Abschatzung der Fundamentalmatrix

Folgerung (8.12)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 8.11 gewahlt.

e Dann existiert unter der Voraussetzung (i) des Satzes eine
Konstante M € R mit M > 1, so dass ||e®A|| < M fiir alle
t > 0 erfiillt ist.

e Unter der Voraussetzung (ii) gibt es Konstanten K, € R
mit [|e™|| < Ke™®¢ fiir alle t > 0.




Anwendung auf die Floquet-Theorie

Folgerung (8.13)

Seiw e RT und A: R — M, R eine w-periodische stetige
Funktion. Sei p : R — GL,(R) eine 2w-periodische stetig
differenzierbare Funktion und B € M, r eine Matrix wie in
. Seien Ay, ..., \;m € C die Eigenwerte von B.
Das System y’ = A(x)y ist genau dann
(i) stabil, falls Re A; < 0 fiir 1 < j < m gilt und auBerdem fiir
jeden Eigenwert \; mit Re \; = 0 die algebraische und
geometrische Vielfachheit jeweils libereinstimmen;

(i) asymptotisch stabil, falls Re \; < 0 fiir 1 < j < m erfiillt ist.
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Erinnerung: Gronwall-Lemma

Sei I C R ein Intervall, a € I, o,y € R4 beliebige Konstanten und
@ : | — Ry eine stetige Funktion mit der Eigenschaft

t
o(t) < oz—f—'y/ o(s)ds firalletel.

Dann gilt p(t) < aexp(v|t — a|) fiir alle t € /.




Erinnerung: Schrankensatz

Sei U C R" offen und konvex, und sei f : U — R stetig
differenzierbar. Dann gilt fiir alle x, y € U jeweils die Abschatzung

(<) = fW)lle < Klix=ylloo

wobei k € R eine Konstante mit ||f/(x)|| < & fiir alle x € U
bezeichnet und ||f’(x)|| jeweils fiir die Zeilensummennorm der
Jacobi-Matrix f'(x) € Mpmxn R steht.




Satz iiber linearisierte asymptotische Stabilitat

Satz (8.14)

Gegeben sei ein autonomes System der Form

y' = Ay+ry) ,

bestehend aus einer Matrix A € M, r und einer stetig
differenzierbaren Funktion r : D — R" definiert auf einer offenen
Nullumgebung D C R" mit r(Ogn) = Orn und r'(Ogrn) = OM, i -
Besitzt die Matrix A nur Eigenwerte mit ,

so ist die Ruhelage Or» des Systems asymptotisch stabil.




“a' = Aka, 5 (a)
Lo \ KOR‘\ = DRV\‘ \\*‘KQIQ“> = OJ%.R

“ \jﬁ* Mﬁa E\C@v\mjwe . N\ thrP—»\ f\<g«h¢ém TCQ?\.Q‘YQ’Q

| St Eiliog o Kordaden

Boweis . oo 8 AL

© Tamg 8 A2 — Tr e BTl k=4

SRR R e :

= A = \

e WM e Me ¥ wd H < = (= kf=x o)
e ' Sk,\ac&




Schsadewsele = Bl | < M) ¥x € Ra(ope)
* & %d\k \ o€ 5\ (%z“‘ b= 3“?‘\1‘\ « Ty \
P\' k‘ﬁ\\ (\ k { . \/0 .lk\ K ?& ) l,\m‘g?& (G\( - = R

vEm SEN 6:’ dos ;\dq S wu\ *(J\( \D/ \¢

)J«\s 2 Nadoes 1o 1R ON = KiW 2

04 = Np )
/»«f(g\(» ‘DQ\O\@;\\“ Wﬁ\ OGN 1t € P,()‘tok\/\ (_

(ert=%)t o
A\

\(/J‘: fﬁ\( ¥ r{\‘r&‘ X)\/

WACTURRLE o <‘* WA
n,\y ‘\J Ccr s \OVK s Jo® (\f 6) ({
\f‘\t \,Q Rl \ =S \G\I\)}\\ .‘\3’0{& Az.y—\r\\

i MU S A S R AR N

Sy © ‘E\S‘\ 0..) Yy




’2“ I, (o) < Kt + WM SQ (A ds
Ve to 400 (%:m&@l&;f
(g,\\-.sh) kg ol wlh) = ™ 1g, t\\l

= g ol e K M eME e [g ]
Dus & Oqpme. s (ope r\ﬁx(&aw

SJf\q\kl h<llss dos Bestizes
Su\mf@“"")“ “\‘“<{P\.t€(‘

m“@ukk\\\ﬁ%‘luﬂn— ){_< n = @cg




Bet) <D J’\Y* D D celdns bopRt |
W sk 5T g g bk b i 0
sy = * Do bR o 2%% L A@m@m‘

’ \ ¢ \ \/
Ké\:\;\ o \,! kQ\[ KJ(\ \\\ = Q =2 \L/ \C L(,u\\ \(J/ ~(; R L,s\ / \ \\ > \\\]
=

3 \ = Z,
%ﬂ/\ N/'/’\ {g R ( &JM é; g& <) = MA (¥<
P

=TT, \O\ l\L ! :-,,

\,eQV\M\w\\\Q Q, da : i

kQ\/ L{x%w\\o,& f» .\+ m«q'

LS
\\d @T, = DWJL

kQ\rKK} ~ \(< lR ‘2
& da il de Bleler nengpont




do T Rbadde whh tned dis Brop J

. lon olem . ges‘_& A = (DL W :
Vo] D b e ~c(\mu qﬂ WK Ao (oon
Lol | ‘\ﬁﬂ‘\] - R wh (g = \‘é/ Frboy)
oA \'(\\VD i \T_E;W(&;(ﬂi\i)t:(;_%_oj
/V(@sw—«wf Sy

2 \

= U l?)\) \T:{M@t

Ll 0
@«J\ﬁ /BV\QQ> \Q O \
9@&% - T y<0 it M%qu 0.0)

\Fir y=D) (g o Pozenie miptad )

é‘* oum \s



