Stabilitat von Losungen

Definition (8.1)

Seine N, D CR x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei a € R. Wir bezeichnen
eine Lésung ¢ : Ja, +0o[ = R" von y' = f(x, y) als

(i) stabil, wenn es fiir jedes ¢ € R und jedes a > « ein § € RT gibt,
so dass zu jedem Anfangswert b € R” mit ||b — ¢(a)|| < ¢ die
maximale Losung ¢ zum Anfangswert b fiir alle t > a existiert und
lo(t) — ¢(t)|| < e fiir alle t > a gilt. Ansonsten wird die Lésung ¢
als instabil bezeichnet.

(i) attraktiv, wenn es fiir jedes a > a ein 6 € R™ gibt, so dass zu
jedem Anfangswert b € R"” mit ||b — ¢(a)|| < 0 die maximale
Losung ¢ zum Anfangswert b fiir alle t > a existiert und

lim |lo(t) —e(t)] = 0 erfiillt ist.

t—-+oo

(iii) asymptotisch stabil, falls ¢ stabil und attraktiv ist.
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Die Differenzialgleichung der Storungen

Definition (8.5)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei ¢ : J — RR" eine Losung
von y' = f(x, y). Weiter sei

D, = {(x,y—ex)|xedA(x,y)e D}
und f, : D, — R" gegeben durch
ﬁP(Xay) = f(X7.y+g0(X))_f(X7 (p(X))

Dann bezeichnen wir y’ = f,(x, y) als Differenzialgleichung der
Storungen von .




Storungen und Stabilitat der Nulllésung

Satz (8.6)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei ¢ : |a, +00[ — R" eine
Losung von y' = f(x, y). Dann besitzt die Differenzialgleichung der
Storungen von ¢ die konstante Funktion mit Wert null als Losung.
Diese ist genau dann stabil bzw. attraktiv, wenn ¢ stabil bzw.
attraktiv ist.

A
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Definition der Ubergangsmatrix

Definition (8.7)

Sei J C R ein offenes Intervall und A: J — M, R eine stetige
Funktion. Seien tg, t; € J und & : J — GL,(R) das Fundamen-
talsystem von y’ = A(x)y mit ®(ty) = E,, wobei E, die Einheits-
matrix bezeichnet. Dann wird die Ubergangsma-
trix des Systems y’ = A(x)y von to nach t; genannt.




Eigenschaften der Ubergangsmatrix

Proposition (8.8)

(i) Ist W:J — GLs(R) ein beliebiges Fundamentalsystem, dann
ist die Ubergangsmatrix von ty nach t; durch
N(t1, to) = W(t1)W(to) " gegeben.
(i) Fir alle ty, tp, t3 € J gilt A(t3, t1) = A(t3, t2)\(t2, t1).
(iii) Ist ¢ : J — R" eine beliebige Lésung von y’ = A(x)y, dann
gilt p(t2) = A(t2, t1)p(t1) fir alle t1, t, € J.

.
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Einheitliches Stabilitatsverhalten der Losungen

Satz (8.9)

Seien A : ]a, +oo[ = MpRr und g : |—a, +oo[ — R” stetige
Funktionen. Wir betrachten das lineare System von
Differenzialgleichungen y’ = A(x)y + g(x).

(i) Eine beliebige Losung 1) des Systems ist genau dann stabil
bzw. attraktiv, wenn die Nulllésung des homogenen Systems
y' = A(x)y stabil bzw. attraktiv ist.

(i) Ist die Losung 1) attraktiv, dann ist sie auch stabil.

Auf Grund von Satz 8.9 ist es gerechtfertigt, von einem stabilen
linearen System von Differenzialgleichungen zu sprechen, und
ebenso von instabilen, attraktiven oder asymptotisch stabilen
Systemen.
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Stabilitatsverhalten homogener Losungen

Satz (8.10)

Sei A Ja, +oo[ = M, R eine stetige Funktion. Fiir alle
t,t' € Ja, +oof sei A(t', t) jeweils die Ubergangsmatrix zum
homogenen System y’ = A(x)y.

(i) Das System ist genau dann stabil, wenn fiir jedes a > « ein
B =p(a) € RT existiert, so dass |A(t,a)]| < 3 firallet > a
erfiillt ist.

(ii) Das System ist genau dann asymptotisch stabil, wenn
lim A(t,a) =0 fiir alle a > « gilt.

t—+00
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Stabilitat von Systemen mit konstanten Koeffizienten

Sei A€ M, R, und seien Ay, ..., Ay, € C die verschiedenen
komplexen Eigenwerte der Matrix. Das System y’ = Ay ist genau
dann
(i) stabil, falls Re \; <0 fiir 1 < j < m gilt und auBerdem fiir
jeden Eigenwert A; mit Re \; = 0 die algebraische und
geometrische Vielfachheit jeweils iibereinstimmen;

(ii) asymptotisch stabil, falls Re A; < 0 fiir 1 < j < m erfiillt ist.
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