Beschreibung der Trajektorien durch die Hamilton-Funktion

Sei y’ = g(y) ein ebenes autonomes System mit einer
Lipschitz-stetigen Funktion g : D — R? auf einer offenen
Teilmenge D C RR2, und sei H: D — R eine Hamilton-Funktion
des Systems. Dann ist H langs jeder Trajektorie des Systems




ErhaltungsgroBen eines autonomen Systems

Der Begriff der Hamilton-Funktion l3sst sich folgendermaBen
verallgemeinern.

Definition (7.12)

Sei D C K" offen und f : D — R" lokal Lipschitz-stetig. Eine
stetig differenzierbare Funktion E : D — R wird ErhaltungsgroBe
oder auch erstes Integral fiir das System y’ = g(y) genannt, wenn

(VE)(y),f(y)) = 0

fiir alle y € D gilt, wobei VE den Gradienten von E und (-, -) das
euklidische Standard-Sklarprodukt bezeichnet.

Jede ErhaltungsgroBe ist entlang jeder Trajektorie von y' = g(y)
konstant.
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Autonome Systeme in Polarkoordinaten

Definition (7.13)

Sei D = R?\ {(0,0)}, und seien f,g : D — R lokal
Lipschitz-stetige Funktionen. Dann ist das dem autonomen System
x' = f(x,y), ¥ = g(x,y) zugeordnete System in Polarkoordinaten
gegeben durch

r’:p(r,¢) ) ¢I:q(r7¢)

wobei die Funktionen p, g : R™ x R definiert sind durch

p(r,¢) = f(rcos(¢),rsin(¢)) - cos(¢p)+
g(rcos(¢), rsin(¢)) - sin(¢)

q(r,¢) = 7 (g(rcos(¢), rsin(¢)) - cos(¢)—
f(rcos(¢), rsin(¢)) - sin(¢))




Losung von Systemen in Polarkoordinaten

Proposition (7.14)
Seien die Bezeichnungen wie in Def. 7.13 gewahlt, auBerdem
* (x0,%) € R*\ {(0,0)}
e (ro, ¢o) die eindeutig bestimmten Polarkoordinaten des
Punktes (xp, y0) in R x [0, 27[
o (u1,p2) eine Losung des System in Polarkoordinaten mit

(11(0), u2(0)) = (ro, ¢o), definiert auf einem offenen Inter-
vall [ C R mit 0 € /.

Dann bilden die Funktionen vq,15 : | — R gegeben durch

vi(t) = pa(t) - cos(ua(t)) »  va(t) = pua(t) - sin(p2(t))

eine Losung es urspriinglichen Systems gegeben durch f und g
mit (1/1(0),V2(0)) = (Xo,yo).
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Stabilitat von Losungen

Definition (8.1)

Seine N, D CR x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei a € R. Wir bezeichnen
eine Lésung ¢ : Ja, +0o[ = R" von y' = f(x, y) als

(i) stabil, wenn es fiir jedes ¢ € R und jedes a > « ein § € RT gibt,
so dass zu jedem Anfangswert b € R” mit ||b — ¢(a)|| < ¢ die
maximale Losung ¢ zum Anfangswert b fiir alle t > a existiert und
lo(t) — ¢(t)|| < e fiir alle t > a gilt. Ansonsten wird die Lésung ¢
als instabil bezeichnet.

(i) attraktiv, wenn es fiir jedes a > a ein 6 € R™ gibt, so dass zu
jedem Anfangswert b € R"” mit ||b — ¢(a)|| < 0 die maximale
Losung ¢ zum Anfangswert b fiir alle t > a existiert und

lim |lo(t) —e(t)] = 0 erfiillt ist.

t—-+oo

(iii) asymptotisch stabil, falls ¢ stabil und attraktiv ist.
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Der Fluss nicht-autonomer Systeme

Definition (8.2)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Fiir jedes Paar

(a,b) e Dmitae R, beR" sei p,p: l,p — R" die eindeutig
bestimmte maximale Lésung des Systems y’ = f(x, y). Dann wird
die Funktion ® : D — R" mit dem Definitionsbereich

D = {(t,a,b) | RxD|tel,p}

gegeben durch ®(t, a, b) = @, p(t) der Fluss des Systems
y' = f(x,y) genannt.

.




Stetigkeit des Flusses

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die
einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann ist die Teilmenge
D C R"*2 aus Definition 8.2 offen, und der Fluss ® : D — R ist
eine stetige Funktion.
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Die Stabilitat skalarer Systeme

Sei D C R? offen und f : D — R eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung genligt. Ist ¢ : Ja, +00[ — R eine
attraktive Lésung von y’ = f(x,y), dann ist ¢ auch

(ingesamt also asymptotisch stabil).
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(Grund: Sowohl ¢ als auch v verlauft fiir t > a; in einem offenen

Streifen der Breite €, der durch ¢~ und ¢ begrenzt wird.)
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Die Differenzialgleichung der Storungen

Definition (8.5)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei ¢ : J — RR" eine Losung
von y' = f(x, y). Weiter sei

D, = {(x,y—ex)|xedA(x,y)e D}
und f, : D, — R" gegeben durch
ﬁP(Xay) = f(X7.y+g0(X))_f(X7 (p(X))

Dann bezeichnen wir y’ = f,(x, y) als Differenzialgleichung der
Storungen von .
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Storungen und Stabilitat der Nulllésung

Satz (8.6)

Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei ¢ : |a, +00[ — R" eine
Losung von y' = f(x, y). Dann besitzt die Differenzialgleichung der
Storungen von ¢ die konstante Funktion mit Wert null als Losung.
Diese ist genau dann stabil bzw. attraktiv, wenn ¢ stabil bzw.
attraktiv ist.
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