Definition der autonomen Systeme

Definition (7.1)

Ein autonomes System von Differenzialgleichungen ist ein System
der Form y’ = f(y), wobei f : D — K" eine stetige Funktion auf
einer offenen Teilmenge D C K" bezeichnet.




Definition der Trajektorien

Definition (7.5)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Eine
Teilmenge T C D wird Trajektorie des Systems y’ = f(y) genannt,
wenn ein b € D mit T = g p(/p) existiert. Die Teilmengen

T7(b) = ¢os(le(b),0])  bzw.  TT(b) = o,5([0, B(b)])

werden negative bzw. positive Halbtrajektorie des Systems genant.




Eigenschaften der Trajektorien

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Dann gilt
fiir jedes b € D jeweils

(i) Ist T~(b) in ein einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt a(b) = —o0.
(i) Ist TT(b) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt B(b) = +o0.
(iii) Ist a((b) endlich, dann ist T~ (b) unbeschrankt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt lim,_, () d(¢(t),0D) = 0.

(iv) Ist B(b) endlich, dann ist TT(b) unbeschrinkt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt lim,_,(,) d(¢(t), D) = 0.




Zerlegungseigenschaft der Trajektorien

Proposition (7.7)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Dann ist
auf der Menge D durch

b~c & 3Jtel,:®(t,b)=c

eine Aquivalenzrelation auf D definiert, und fiir jedes b € D ist die
Aquivalenzklasse [b] genau die Trajektorie T(b) des Systems.

Aus der Proposition folgt, dass die Trajektorien des Systems eine
von D bilden. Diese Zerlegung wird als Phasenportrait
des Systems bezeichnet.



Klassifikation der Trajektorien

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Dann gilt

fiir jede Trajektorie T(b) genau eine der folgenden drei Aussagen.

(i) Esist I, = R, o p ist konstant, und b ist eine Ruhelage des
Systems. Die Trajektorie T(b) = {b} ist einpunktig.

(ii) Esist I, =R, und (g p ist nicht konstant und periodisch. Die
Trajektorie T(b) ist also eine geschlossene Kurve in D.

(iii) Die Abbildung g p ist injektiv. Die Trajektorie ist also eine
nicht-geschlossene Kurve ohne Anfangs- oder Endpunkt.
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Trajektorien als Losungskurven skalarer Systeme

Sei D C R? offen und g : D — RR? eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Sei b = (b1, bp) € D ein beliebig gew&hlter Punkt.

(i) Gilt g1(y) # 0 fiir alle y € D, dann ist die Trajektorie T(b)
des Systems y’ = g(y) identisch mit der maximalen
Losungskurve zum eindimensionalen Anfangswertproblem

gegeben durch y’ = gigi; und den Startpunkt b.

(ii) Gilt g»o(y) # 0 fiir alle y € D, dann ist T(b) die maximale
Losungkurve zum Anfangswertproblem gegeben durch

y = % und b= (b2, b1).
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Definition Hamiltonscher Systeme

Definition (7.10)

Ein ebenes autonomes System wie in Satz 7.9 wird hamiltonsch
genannt, wenn eine stetig differenzierbare Funktion H : D — R mit

oH oH
Ev —g2(x,y) und oy gi(x,y)

existiert. Man nennt eines solche Funktion eine Hamilton-Funktion
des Systems.




Beschreibung der Trajektorien durch die Hamilton-Funktion

Sei y’ = g(y) ein ebenes autonomes System mit einer
Lipschitz-stetigen Funktion g : D — R? auf einer offenen
Teilmenge D C RR2, und sei H: D — R eine Hamilton-Funktion
des Systems. Dann ist H langs jeder Trajektorie des Systems
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