
Definition der autonomen Systeme

Definition (7.1)

Ein autonomes System von Differenzialgleichungen ist ein System
der Form y ′ = f (y), wobei f : D → Kn eine stetige Funktion auf
einer offenen Teilmenge D ⊆ Kn bezeichnet.



Definition der Lipschitz-Stetigkeit

• Eine Funktion f : D → Kn auf einer Teilmenge D ⊆ Kn wird
Lipschitz-stetig genannt, wenn eine Konstante L ∈ R+

existiert, so dass ∥f (y)− f (ỹ)∥ ≤ L∥y − ỹ∥ für alle y , ỹ ∈ D
erfüllt ist.

• Von einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion sprechen wir, wenn
für jeden Punkt y ∈ D eine Umgebung Uy ⊆ Kn existiert, so
dass f |D∩Uy jeweils Lipschitz-stetig ist.



Translationsinvarianz von Lösungen

Lemma (7.2)

Sei y ′ = f (y) ein autonomes System von Differenzialgleichungen
mit einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion f . Sei φ : I → D eine
Lösung des Systems, definiert auf einem offenen Intervall
I = ]α, β[ ⊆ R.
(i) Sei a ∈ I und c = φ(a) ∈ D. Genau dann ist φ konstant,

wenn f (c) = 0 ist. Die Punkte c ∈ D mit dieser Eigenschaft
werden die Ruhelagen des Systems genannt.

(ii) Für jedes τ ∈ R ist auch die Funktion φτ auf dem Intervall
Iτ = ]α− τ, β − τ [ definiert durch φτ (t) = φ(t + τ) eine
Lösung des Systems.







Translationsinvarianz von Lösungen (Forts.)

Satz (7.3)

Sei D ⊆ Kn offen und f : D → Kn eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Für alle (a, b) ∈ R× D sei φa,b : Ia,b → D die maximale
Lösung des durch y ′ = f (y) und (a, b) definierten
Anfangswertproblems, mit dem offenen Intervall
Ia,b = ]α(a, b), β(a, b)[. Dann gilt für alle τ ∈ R und alle
(a, b) ∈ R× D jeweils

Ia−τ,b = ]α(a, b)− τ, β(a, b)− τ [

und für alle t ∈ Ia,b jeweils φa−τ,b(t − τ) = φa,b(t).









Der Fluss eines autonomen Systems

Definition (7.4)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 7.3 gewählt. Für jedes b ∈ D
setzen wir α(b) = α(0, b), β(b) = β(0, b) und
Ib = ]α(b), β(b)[ = I0,b. Weiter sei

D = {(t, b) | b ∈ D, t ∈ Ib}.

Dann wird die Funktion Φ : D → Kn gegeben durch
Φ(t, b) = φ0,b(t) der Fluss des autonomen Systems y ′ = f (y)
genannt.





Definition der Trajektorien

Definition (7.5)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewählt. Eine
Teilmenge T ⊆ D wird Trajektorie des Systems y ′ = f (y) genannt,
wenn ein b ∈ D mit T = φ0,b(Ib) existiert. Die Teilmengen

T−(b) = φ0,b(]α(b), 0]) bzw. T+(b) = φ0,b([0, β(b)[)

werden negative bzw. positive Halbtrajektorie des Systems genant.



Eigenschaften der Trajektorien

Satz (7.6)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewählt. Dann gilt
für jedes b ∈ D jeweils

(i) Ist T−(b) in ein einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt α(b) = −∞.

(ii) Ist T+(b) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt β(b) = +∞.

(iii) Ist α(b) endlich, dann ist T−(b) unbeschränkt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt limt→α(b) d(φ(t), ∂D) = 0.

(iv) Ist β(b) endlich, dann ist T+(b) unbeschränkt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt limt→β(b) d(φ(t), ∂D) = 0.









Zerlegungseigenschaft der Trajektorien

Proposition (7.7)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewählt. Dann ist
auf der Menge D durch

b ∼ c ⇔ ∃ t ∈ Ib : Φ(t, b) = c

eine Äquivalenzrelation auf D definiert, und für jedes b ∈ D ist die
Äquivalenzklasse [b] genau die Trajektorie T (b) des Systems.

Aus der Proposition folgt, dass die Trajektorien des Systems eine
Zerlegung von D bilden. Diese Zerlegung wird als Phasenportrait
des Systems bezeichnet.





Anmerkung zur 2. Zeile: Wegen φ0,b(s) = c = φs,c(s) folgt
φ0,b = φs,c aus Satz 3.6.






