Definition der autonomen Systeme

Definition (7.1)

Ein autonomes System von Differenzialgleichungen ist ein System
der Form y’ = f(y), wobei f : D — K" eine stetige Funktion auf
einer offenen Teilmenge D C K" bezeichnet.




Definition der Lipschitz-Stetigkeit

e Eine Funktion f : D — K" auf einer Teilmenge D C K" wird
Lipschitz-stetig genannt, wenn eine Konstante L € R*
existiert, so dass ||f(y) — f(¥)|| < L||y — y|| fur alle y,y € D
erfiillt ist.

e Von einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion sprechen wir, wenn
fiir jeden Punkt y € D eine Umgebung U, C K" existiert, so
dass f|pny, jeweils Lipschitz-stetig ist.



Translationsinvarianz von Lésungen

Sei y' = f(y) ein autonomes System von Differenzialgleichungen
mit einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion f. Sei ¢ : | — D eine
Losung des Systems, definiert auf einem offenen Intervall
I =)o, B[ C R.
(i) Sei a €l und c = p(a) € D. Genau dann ist ¢ konstant,
wenn f(c) = 0 ist. Die Punkte ¢ € D mit dieser Eigenschaft
werden die Ruhelagen des Systems genannt.

(i) Fur jedes 7 € R ist auch die Funktion ¢, auf dem Intervall
. =]a — 7,8 — 7 definiert durch ¢, (t) = ¢(t + 7) eine
Losung des Systems.
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Translationsinvarianz von Losungen (Forts.)

Sei D C K" offen und f : D — K" eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Fiir alle (a,b) € R x D sei ¢,p : l,, = D die maximale
Losung des durch y’ = f(y) und (a, b) definierten
Anfangswertproblems, mit dem offenen Intervall

L» =la(a, b), B(a, b)[. Dann gilt fiir alle 7 € R und alle

(a,b) € R x D jeweils

Ia—r,b = ]a(aa b) =T ,8(3, b) - T[

und fiir alle t € I, jeweils p,_; p(t — T) = @4 p(t).




Rowsg von Tl

¥ =P (e L £ -skxig
Too= a0 g6 L g

Yo “Ra s =D wooainade .&sx.% T

%—R\ 'N%KS\S (0\.(\> < ‘QX(D

W) Ta—r)z‘ b h(«.k\ 'T‘E(Q,(D"C {‘

Oa o (a,6) PXQ>W<& e R (Adars |
WU”\ , o ’rkC/* *r(a—T, &) = W(a LT

Rla-< &) = @(q.@—t Val <. >




)

{06 R=D (Te&\\Q\c/q‘\,\“ 0»*0 otm 7\%@/@
t UKKO\ W-T, \S\Q %) % \, (LJL \\_kp w/\-zT,\

Mk q’h\‘k‘\”‘(”/i‘ N

ok Q%% wn ' = “\5/ , M“\/(R—t>
'\O\(Q ﬂ*—C)‘ \qu,(co G A«fq a4 |
&oéw@k @k \Mﬁ'& ey ;U( /'k hw‘v;b\(b\% ﬂ/ |
on Y B o@ﬁ W\‘Q‘—Q\)wié@vm “
Powll 2T = edolle duch F(O =+

Lol XVC’A\S AL -ﬂ =

a\ch‘LQ o Jnbetua 1Q A




; / ; .
gf(vo\aj @LQ IO\\\F &L PPN m&vv\/}\/t!&*(;\lf (V5 za) \i[;"b/

it Ji\;% W ot E:ﬁ;f&“@«/\ = e s o
e N s B < |




Der Fluss eines autonomen Systems

Definition (7.4)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 7.3 gewahlt. Fiir jedes b € D
setzen wir a(b) = (0, b), 5(b) = (0, b) und

Ip = ]a(b), B(b)[ = lo,p. Weiter sei

D={(t,b)| be D,t € Ip}.

Dann wird die Funktion ® : D — K" gegeben durch
d(t, b) = o b(t) der Fluss des autonomen Systems y’ = f(y)
genannt.
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Definition der Trajektorien

Definition (7.5)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Eine
Teilmenge T C D wird Trajektorie des Systems y’ = f(y) genannt,
wenn ein b € D mit T = g p(/p) existiert. Die Teilmengen

T7(b) = ¢os(le(b),0])  bzw.  TT(b) = o,5([0, B(b)])

werden negative bzw. positive Halbtrajektorie des Systems genant.




Eigenschaften der Trajektorien

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Dann gilt
fiir jedes b € D jeweils

(i) Ist T~(b) in ein einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt a(b) = —o0.
(i) Ist TT(b) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten,
dann folgt B(b) = +o0.
(iii) Ist a((b) endlich, dann ist T~ (b) unbeschrankt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt lim,_, () d(¢(t),0D) = 0.

(iv) Ist B(b) endlich, dann ist TT(b) unbeschrinkt, oder der Rand
von D ist nichtleer, und es gilt lim,_,(,) d(¢(t), D) = 0.
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Zerlegungseigenschaft der Trajektorien

Proposition (7.7)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition 7.4 gewdhlt. Dann ist
auf der Menge D durch

b~c & 3Jtel,:®(t,b)=c

eine Aquivalenzrelation auf D definiert, und fiir jedes b € D ist die
Aquivalenzklasse [b] genau die Trajektorie T(b) des Systems.

Aus der Proposition folgt, dass die Trajektorien des Systems eine
von D bilden. Diese Zerlegung wird als Phasenportrait
des Systems bezeichnet.
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Anmerkung zur 2. Zeile: Wegen ¢ p
©0,b = Ps,c aus Satz 3.6.

= ¢ = s c(s) folgt
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