
Floquet-Theorie

Sei ω ∈ R+. Wir bezeichnen eine vektor- oder matrixwertige
Funktion f auf R als ω-periodisch, wenn f (t + ω) = f (t) für alle
t ∈ R gilt. Im weitere Verlauf betrachten wir nun lineare Systeme
der Form

y ′ = A(x)y

mit einer ω-periodischen Funktion A : R→ Mn,C.

Satz (6.7)

Für jede Matrix C ∈ GLn(C) existiert eine Matrix B ∈ Mn,C mit

eB = C .

(Die Matrix B mit dieser Eigenschaft ist nicht eindeutig bestimmt.)







Der Satz von Floquet

Satz (6.8)

Sei ω ∈ R+ und A : R→ Mn,C eine ω-periodische stetige
Funktion. Dann existiert eine ω-periodische stetig differenzierbare
Funktion p : R→ GLn(C) und eine Matrix B ∈ Mn,C, so dass
durch Φ(t) = p(t)etB ein Fundamentalsystem von Lösungen von
y ′ = A(x)y gegeben ist.







Eigenschaften des Fundamentalsystems

Folgerung (6.9)

(i) Das Fundamentalsystem Φ aus Satz 6.8 ist durch seine Werte
auf einem abgeschlossenen Intervall der Form [t0, t0 + ω]
eindeutig festgelegt.

(ii) Sind Φ,Ψ ein Fundamentalsysteme von y ′ = A(t)y , und ist
B ∈ Mn,C mit Φ(t + ω) = Φ(t)eωB , dann existiert eine zu B
ähnliche Matrix B1 ∈ Mn,C mit Ψ(t + ω) = Ψ(t)eωB1 .









Die Lyapunov-Transformation

Folgerung (6.10)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 6.8. Dann erhält man durch
die Zuordnung φ 7→ pφ eine bijektive lineare Korrespondenz
zwischen den Lösungen des Systems z ′ = Bz und den Lösungen
des periodischen Systems y ′ = A(x)y . Man bezeichnet diese
Zuordnung als Lyapunov-Transformation.



Charakteristische Exponenten und Multiplikatoren

• Die Eigenwerte der Matrix B in Satz 6.8 werden
charakteristische Exponenten des periodischen Systems
y ′ = A(x)y .

• Die Eigenwerte der Matrix C = eωB nennt man die
charakteristische Multiplikatoren.

• Im Gegensatz zu den charakteristischen Exponenten sind die
charakteristischen Multiplikatoren eindeutig bestimmt.



Polynome mit periodischen Koeffizienten

Als Polynom mit ω-periodischen Koeffizienten vom Grad
m ∈ N0 bezeichnen wir eine Funktion f : R→ K der Form

f (t) = am(t)t
m + ...+ a1(t)t + a0(t) ,

wobei ak : R→ K jeweils eine stetige Funktion mit
ak(t + ω) = ak(t) für alle t ∈ R bezeichnet.

Wir verwenden denselben Ausdruck auch für eine Funktion
F : R→ Kn, deren n Komponentenfunktionen Fℓ : R→ K

(1 ≤ ℓ ≤ n) diese Gestalt haben.







Darstellung der Lösungen durch periodische Polynome

Folgerung (6.11)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 6.8 gewählt, sei λ ∈ C ein
charakteristischer Exponent und sei r ∈ N die algebraische
Vielfachheit von λ als Eigenwert von B. Dann gibt es ein linear
unabhängiges Tupel (ψ0, ..., ψr−1) von Lösungen von y ′ = A(x)y
der Form

ψk(t) = eλt fk(t) ,

wobei fk : R→ Cn jeweils ein Polynom vom Grad ≤ k mit
ω-periodischen Koeffizienten ist.



Der Fall einer reellen Koeffizientenmatrix

Satz (6.12)

Sei ω ∈ R+ und A : R→ Mn,R eine ω-periodische stetige
Funktion. Dann existiert eine 2ω-periodische stetig differenzierbare
Funktion p : R→ GLn(R) und eine Matrix B ∈ Mn,R, so dass
durch Φ(t) = p(t)etB ein Fundamentalsystem von Lösungen von
y ′ = A(x)y gegeben ist.










