Das char. Polynom einer linearen DGL k-ter Ordnung

Eine lineare DGL k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat
die Form

YW +ay Ve +ay +a = 0
mit ag, a1, ..., ak_1 € IK. Man bezeichnet das Polynom
X = xk + ak_lxkil + ...+ aix+ ag

als das charakteristische Polynom der DGL.



Differentialoperatoren gegeben durch Polynome

Ist p € K[x] ein Polynom vom Grad k € Ny,

p= akxk 4 ... 4 aix + ag, dann bezeichnen wir mit den
Differentialoperator auf dem Raum C¥(/) der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen gegeben durch

p<§t>(f)(t) = afR(t) + ...+ arf'(t) + a.



Zwei Hilfsaussagen

Sei A € C, k € Np und I C R ein offenes Intervall. Dann gilt fiir
jede Funktion f € C¥(I) die Gleichung

k
(;—A> (F(t)er) = fW(r)e.

Sei p € C[t] und A € C mit p(\) #0. Ist g: R — C eine
Polynomfunktion vom Grad k, dann gibt es eine weitere
Polynomfunktion h: R — C vom selben Grad mit

p( ) €)= he

v
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Losung linearer DGLs héherer Ordnung mit konstanten

Koeffizienten

Der Begriff eines Fundamentalsystems von Lésungen eines Systems
erster Ordnung l3sst sich auf naheliegende Weise auf DGLs héherer
Ordnung iibertragen (namlich durch die Ubersetzung in ein System
erster Ordnung).

Sei p € C[x] ein Polynom der Form []_;(x — A;)¥, mit paarweise
verschiedenen A1,...,\, € C und ey, ..., e, € IN. Dann besitzt die
Differentialgleichung r-ter Ordnung mit charakteristischem
Polynom p ein Fundamentalsystem von Losungen bestehend aus
den Funktionen

/\jt

oim(t) = t"e 0<m<e¢ , 1<j<r
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Das Reduktionsverfahren von d'Alembert

Seine€ N, n> 2 und y’ = A(x)y ein lineares System, mit einer
matrixwertigen Funktion A: /| — M, k definiert auf einem offenen
Intervall / C R. Sei ¢ : | — K" eine Losung mit 1(t) # 0 fiir alle
t € I. Sei auBerdem z' = B(x)z das lineare System mit

B: | — Mu_1x gegeben durch

bii(x) = aj(x)— (p'((x))alj(x) fir2 <i,j<n.

(i) Ist p: I — K"~! eine Losung von z/ = Bz, a € I, und ist
¢ : | — K definiert durch

o(t) = /@1 Zalj )pj(s) | ds

dann ist ¥ : | — K" gegeben durch
P(t) = o(t)p(t) + (p(ot)> eine Lésung von y' = A(x)y.




Das Reduktionsverfahren von d'Alembert (Forts.)

(i) Sei P = (pjj) ein Fundamentalsystem von z’ = Bz. Fiir
2 <j<nseien ¢;: | — K und ¢; : | — K" definiert durch

9;(t) = /at B (Z alk(S)ij($)> ds

p1(s) \ =

und
B = 6i(00(0) + | 2
Pnj(t)

Dann ist die matrixwertige Funktion W : | — M,k mit den
Spalten ¢, v, ..., 1, ein Fundamentalsystem von y’ = A(x)y.
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Variante fiir DGLs hoherer Ordnung

Satz (6.2)
Gegeben sei eine DGL hoherer Ordnung

an(x)y™ + .+ ai(x)y’ +ao(x)y = 0

mit a, : | — K definiert auf einem offenen Intervall | C R fiir
0< k<n.Seip:Il—Keine Lésung der DGL mit ¢(t) # O fiir
alle t € /, und fiir 1 < j < nsei bj(x) = >2}_; (jf)ak(x)go(k_j)(x).

(i) Ist p eine Lésung von

n—1

S baly® = o,

j=0

und ist p : I — K eine Stammfunktion von p, dann ist durch
1) = @p eine Losung der urspriinglichen DGL definiert.




Variante fiir DGLs hoherer Ordnung (Forts.)

Satz (6.2)

(i) Ist (p2,..., pn) ein Fundamentalsystem von L&ésungen der DGL
aus Teil (i), und ist px jeweils eine Stammfunktion von py fiir
2 < k < n, dann ist durch

P, 90ﬁ27 =009 Soﬁn

ein Fundamentalsystem der urspriinglichen DGL definiert.
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