
Das char. Polynom einer linearen DGL k-ter Ordnung

Eine lineare DGL k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat
die Form

y (k) + ak−1y
(k−1) + ...+ a1y

′ + a0 = 0

mit a0, a1, ..., ak−1 ∈ K. Man bezeichnet das Polynom

χ = xk + ak−1x
k−1 + ...+ a1x + a0

als das charakteristische Polynom der DGL.



Differentialoperatoren gegeben durch Polynome

Ist p ∈ K[x ] ein Polynom vom Grad k ∈ N0,
p = akx

k + ...+ a1x + a0, dann bezeichnen wir mit p( ∂
∂t ) den

Differentialoperator auf dem Raum Ck(I ) der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen gegeben durch

p

(
∂

∂t

)
(f )(t) = ak f

(k)(t) + ...+ a1f
′(t) + a0.



Zwei Hilfsaussagen

Lemma (5.22)

Sei λ ∈ C, k ∈ N0 und I ⊆ R ein offenes Intervall. Dann gilt für
jede Funktion f ∈ Ck(I ) die Gleichung(

∂

∂t
− λ

)k

(f (t)eλt) = f (k)(t)eλt .

Lemma (5.23)

Sei p ∈ C[t] und λ ∈ C mit p(λ) ̸= 0. Ist g : R→ C eine
Polynomfunktion vom Grad k , dann gibt es eine weitere
Polynomfunktion h : R→ C vom selben Grad mit

p

(
∂

∂t

)
(g(t)eλt) = h(t)eλt .







Lösung linearer DGLs höherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Der Begriff eines Fundamentalsystems von Lösungen eines Systems
erster Ordnung lässt sich auf naheliegende Weise auf DGLs höherer
Ordnung übertragen (nämlich durch die Übersetzung in ein System
erster Ordnung).

Satz (5.24)

Sei p ∈ C[x ] ein Polynom der Form
∏r

j=1(x − λj)
ej , mit paarweise

verschiedenen λ1, ..., λr ∈ C und e1, ..., er ∈ N. Dann besitzt die
Differentialgleichung r -ter Ordnung mit charakteristischem
Polynom p ein Fundamentalsystem von Lösungen bestehend aus
den Funktionen

φjm(t) = tmeλj t , 0 ≤ m < ej , 1 ≤ j ≤ r .















Das Reduktionsverfahren von d’Alembert

Satz (6.1)

Sei n ∈ N, n ≥ 2 und y ′ = A(x)y ein lineares System, mit einer
matrixwertigen Funktion A : I → Mn,K definiert auf einem offenen
Intervall I ⊆ R. Sei φ : I → Kn eine Lösung mit φ1(t) ̸= 0 für alle
t ∈ I . Sei außerdem z ′ = B(x)z das lineare System mit
B : I → Mn−1,K gegeben durch

bij(x) = aij(x)−
φi (x)

φ1(x)
a1j(x) für 2 ≤ i , j ≤ n.

(i) Ist ρ : I → Kn−1 eine Lösung von z ′ = Bz , a ∈ I , und ist
ϕ : I → K definiert durch

ϕ(t) =

∫ t

a

1

φ1(s)

 n∑
j=2

a1j(s)ρj(s)

 ds ,

dann ist ψ : I → Kn gegeben durch

ψ(t) = ϕ(t)φ(t) +

(
0
ρ(t)

)
eine Lösung von y ′ = A(x)y .



Das Reduktionsverfahren von d’Alembert (Forts.)

Satz (6.1)

(ii) Sei P = (ρij) ein Fundamentalsystem von z ′ = Bz . Für
2 ≤ j ≤ n seien ϕj : I → K und ψj : I → Kn definiert durch

ϕj(t) =

∫ t

a

1

φ1(s)

(
n∑

k=2

a1k(s)ρkj(s)

)
ds

und

ψj(t)(t) = ϕj(t)φ(t) +


0

ρ2j(t)
...

ρnj(t)

 .

Dann ist die matrixwertige Funktion Ψ : I → Mn,K mit den
Spalten φ,ψ2, ..., ψn ein Fundamentalsystem von y ′ = A(x)y .







Variante für DGLs höherer Ordnung

Satz (6.2)

Gegeben sei eine DGL höherer Ordnung

an(x)y
(n) + ...+ a1(x)y

′ + a0(x)y = 0

mit ak : I → K definiert auf einem offenen Intervall I ⊆ R für
0 ≤ k ≤ n. Sei φ : I → K eine Lösung der DGL mit φ(t) ̸= 0 für
alle t ∈ I , und für 1 ≤ j ≤ n sei bj(x) =

∑n
k=j

(k
j

)
ak(x)φ

(k−j)(x).

(i) Ist ρ eine Lösung von

n−1∑
j=0

bj+1(x)y
(j) = 0 ,

und ist ρ̂ : I → K eine Stammfunktion von ρ, dann ist durch
ψ = φρ̂ eine Lösung der ursprünglichen DGL definiert.



Variante für DGLs höherer Ordnung (Forts.)

Satz (6.2)

(ii) Ist (ρ2, ..., ρn) ein Fundamentalsystem von Lösungen der DGL
aus Teil (i), und ist ρ̂k jeweils eine Stammfunktion von ρk für
2 ≤ k ≤ n, dann ist durch

φ,φρ̂2, ..., φρ̂n

ein Fundamentalsystem der ursprünglichen DGL definiert.












