Der reelle Losungsraum im komplex-diagonalisierbaren Fall

Folgerung (5.14)

Sei A € M, R eine diagonalisierbare n x n-Matrix, mit reellen
Eigenwerten \p, ..., A, und Paaren (Aps1, Aps1); s (Aptqs Aptq)
nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwerte, mit n = p + 2q,
A =vj+iwj, vj,wj € R fiir 1 <j <gq. Essei (vi,..., Vpyq) €in
System von Vektoren derart, dass

(V]_, veey Vp7 Vp_A'_:[7 ‘7P+17 vees Vp+q7 ‘7p+q)

eine Basis des C" und v; jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert );
ist, fiir 1 <j < p+4 q. Weiter sei v; = uj + iw; fiir p+1 < j <

p + q jeweils die Zerlegung von v; in Real- und Imaginarteil.

Dann ist durch ¢;(t) = eAftvj fir 1 < j < p sowie

fir 1 < j < g ein Fundamentalsystem von L&sungen gegeben.
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Ubersetzung der Jordanschen Normalform in eine reelle
Matrix

Proposition (5.15)

Sei C€ Mu¢, C=A+iB mit A, B € M,g, und sei C die
Matrix, die dadurch zu Stande kommt, dass man samtliche
Eintrage komplex konjugiert. Dann ist die 2n x 2n-Matrix

C 0 o A —B
<O C) ahnlich zu (B A)'

Sind speziell J()), J(A) € M, ¢ zueinander Jordanmatrizen mit
komplex-konjugierten Eigenwerten A = a+ ib und A\ = a — ib, dann
ist die 2n x 2n-Matrix

JA) 0 el 1 J(a) —bE
( 0 J(X)) dhnlich zu (bE J(a) ,
wobei E € M, r die Einheitsmatrix bezeichnet.
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Konvergenz matrixwertiger Potenzreihen

Proposition (5.16)

Sei Y 02 g anx" eine komplexe Potenzreihe vom Konvergenzradius
re RTU{+o0} und A€ M, ¢ mit ||A|| < r. Dann konvergiert

die Reihe -
Z anA”
n=0

im C-Vektorraum M, ¢ beziiglich der Zeilensummennorm.




Definition des Matrixexponentials

Folgerung:

Bekanntlich besitzt die Exponentialreihe einen
Konvergenzradius. Daraus folgt, dass fiir alle A € M, ¢ die Reihe

1

e = exp(A) = Z

n=0

7 n
nl

einen wohldefinierten Wert in M, ¢ besitzt. Man bezeichnet diesen
Wert als Matrixexponential von A.



Explizite Form des Matrixexponentials

Es bezeichne F € M, r die Matrix mit Einsen auf der
1. Nebendiagonalen, also die Matrix gegeben durch fjj = ;41 ;.

Seitc R, A€ Cund J=\E + F € M,¢. Dann gilt

e pert %tze)\t . (njl)| th—1gAt
At At 1 n—2 At
0 e te eyt e
et_j _ 0 0 e)\t . 1 tn—3e)\t

(n—3)!




Losung von DGLs durch das Matrixexponential

Folgerung (5.18)

Sei A€ M, . Dann ist ®(t) = e ein
fiir das System y’ = Ay.
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Losungen von y' = Ay, allgemeine Form

Sei A€ M, ¢ eine Matrix, A € C ein Eigenwert von A und r € IN
dessen algebraische Vielfachheit. Dann gibt es fiir das System
y' = Ay ein linear unabhingiges Tupel

(00, s Pr—1)

von Losungen der Form o (t) = e*py(t), wobei die Funktion
pk : R — C" in jeder Komponente ein Polynom vom Grad < k ist.
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