
Der reelle Lösungsraum im komplex-diagonalisierbaren Fall

Folgerung (5.14)

Sei A ∈ Mn,R eine diagonalisierbare n × n-Matrix, mit reellen
Eigenwerten λ1, ..., λp und Paaren (λp+1, λ̄p+1), ..., (λp+q, λ̄p+q)
nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwerte, mit n = p + 2q,
λj = νj + iωj , νj , ωj ∈ R für 1 ≤ j ≤ q. Es sei (v1, ..., vp+q) ein
System von Vektoren derart, dass

(v1, ..., vp, vp+1, v̄p+1, ..., vp+q, v̄p+q)

eine Basis des Cn und vj jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert λj
ist, für 1 ≤ j ≤ p + q. Weiter sei vj = uj + iwj für p + 1 ≤ j ≤
p + q jeweils die Zerlegung von vj in Real- und Imaginärteil.
Dann ist durch φj(t) = eλj tvj für 1 ≤ j ≤ p sowie

ψj(t) = eνp+j t(cos(ωp+j t)up+j − sin(ωp+j t)wp+j)

ξj(t) = eνp+j t(sin(ωp+j t)up+j + cos(ωp+j t)wp+j)

für 1 ≤ j ≤ q ein Fundamentalsystem von Lösungen gegeben.



Übersetzung der Jordanschen Normalform in eine reelle
Matrix

Proposition (5.15)

Sei C ∈ Mn,C, C = A+ iB mit A,B ∈ Mn,R, und sei C̄ die
Matrix, die dadurch zu Stande kommt, dass man sämtliche
Einträge komplex konjugiert. Dann ist die 2n × 2n-Matrix(

C 0
0 C̄

)
ähnlich zu

(
A −B
B A

)
.

Sind speziell J(λ), J(λ̄) ∈ Mn,C zueinander Jordanmatrizen mit
komplex-konjugierten Eigenwerten λ = a+ ib und λ̄ = a− ib, dann
ist die 2n × 2n-Matrix(

J(λ) 0
0 J(λ̄)

)
ähnlich zu

(
J(a) −bE
bE J(a)

)
,

wobei E ∈ Mn,R die Einheitsmatrix bezeichnet.







Konvergenz matrixwertiger Potenzreihen

Proposition (5.16)

Sei
∑∞

n=0 anx
n eine komplexe Potenzreihe vom Konvergenzradius

r ∈ R+ ∪ {+∞} und A ∈ Mn,C mit ∥A∥ < r . Dann konvergiert
die Reihe

∞∑
n=0

anA
n

im C-Vektorraum Mn,C bezüglich der Zeilensummennorm.



Definition des Matrixexponentials

Folgerung:

Bekanntlich besitzt die Exponentialreihe einen unendlichen
Konvergenzradius. Daraus folgt, dass für alle A ∈ Mn,C die Reihe

eA = exp(A) =
∞∑
n=0

1

n!
An

einen wohldefinierten Wert in Mn,C besitzt. Man bezeichnet diesen
Wert als Matrixexponential von A.



Explizite Form des Matrixexponentials

Es bezeichne F ∈ Mn,R die Matrix mit Einsen auf der
1. Nebendiagonalen, also die Matrix gegeben durch fij = δi+1,j .

Lemma (5.17)

Sei t ∈ R, λ ∈ C und J = λE + F ∈ Mn,C. Dann gilt

etJ =


eλt teλt 1

2! t
2eλt · · · 1

(n−1)! t
n−1eλt

0 eλt teλt · · · 1
(n−2)! t

n−2eλt

0 0 eλt · · · 1
(n−3)! t

n−3eλt

...
...

...
...

0 0 0 · · · eλt

 .



Lösung von DGLs durch das Matrixexponential

Folgerung (5.18)

Sei A ∈ Mn,C. Dann ist Φ(t) = etA ein Fundamentalsystem von
Lösungen für das System y ′ = Ay .





















Lösungen von y ′ = Ay , allgemeine Form

Satz (5.19)

Sei A ∈ Mn,C eine Matrix, λ ∈ C ein Eigenwert von A und r ∈ N
dessen algebraische Vielfachheit. Dann gibt es für das System
y ′ = Ay ein linear unabhängiges Tupel

(φ0, ..., φr−1)

von Lösungen der Form φk(t) = eλtpk(t), wobei die Funktion
pk : R→ Cn in jeder Komponente ein Polynom vom Grad ≤ k ist.






