
Die Lösungsmenge im diagonalisierbaren Fall

Satz (5.11)

Sei A ∈ Mn,C, eine C-wertige n × n-Matrix.

(i) Sei λ ∈ C und v ∈ Cn. Die Funktion φ : R→ Cn, t 7→ eλtv
ist genau dann eine Lösung des Systems y ′ = Ay ungleich
null, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ist.

(ii) Ist (λ1, ..., λr ) ein Tupel komplexer Zahlen und (v1, ..., vr ) ein
Tupel von Vektoren, wobei vj jeweils ein Eigenvektor zum
Eigenwert λj bezeichnet, so ist das Tupel (φ1, ..., φr ) von
Funktionen φj(t) = eλj tvj genau dann linear unabhängig,
wenn das Tupel (v1, ..., vr ) linear unabhängig ist.

(iii) Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die komplexen
Zahlen λj alle verschieden sind.



Übergang zwischen Lösungsmengen durch Basiswechsel

Proposition (5.12)

Sei A ∈ Mn,C, T ∈ GLn(C) und B = TAT−1. Genau dann ist
φ : R→ Cn eine Lösung des Systems y ′ = Ay , wenn ψ : R→ Cn

gegeben durch ψ(t) = Tφ(t) eine Lösung von z ′ = Bz ist.



Umrechnung in reellwertige Lösungen

Proposition (5.13)

Sei A ∈ Mn,R, eine R-wertige n × n-Matrix.

(i) Ist λ ∈ C ein Eigenwert von A, λ = ν + iω mit ν, ω ∈ R, und
ist v ∈ Cn ein zugehöriger Eigenvektor, v = u + iw mit
u,w ∈ Rn, dann ist auch λ̄ = ν − iω ein Eigenwert von A,
und v̄ = u − iw ist ein zugehöriger Eigenvektor.

(ii) In diesem Fall sind ψ, ξ : R→ Rn mit

ψ(t) = eνt(cos(ωt)u − sin(ωt)w)

und
ξ(t) = eνt(sin(ωt)u + cos(ωt)w)

zwei linear unabhängige Lösungen der DGL.



Der reelle Lösungsraum im komplex-diagonalisierbaren Fall

Folgerung (5.14)

Sei A ∈ Mn,R eine diagonalisierbare n × n-Matrix, mit reellen
Eigenwerten λ1, ..., λp und Paaren (λp+1, λ̄p+1), ..., (λp+q, λ̄p+q)
nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwerte, mit n = p + 2q,
λj = νj + iωj , νj , ωj ∈ R für 1 ≤ j ≤ q. Es sei (v1, ..., vp+q) ein
System von Vektoren derart, dass

(v1, ..., vp, vp+1, v̄p+1, ..., vp+q, v̄p+q)

eine Basis des Cn und vj jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert λj
ist, für 1 ≤ j ≤ p + q. Weiter sei vj = uj + iwj für p + 1 ≤ j ≤
p + q jeweils die Zerlegung von vj in Real- und Imaginärteil.
Dann ist durch φj(t) = eλj tvj für 1 ≤ j ≤ p sowie

ψj(t) = eνp+j t(cos(ωp+j t)up+j − sin(ωp+j t)wp+j)

ξj(t) = eνp+j t(sin(ωp+j t)up+j + cos(ωp+j t)wp+j)

für 1 ≤ j ≤ q ein Fundamentalsystem von Lösungen gegeben.



Korrektur: Streiche
”
versch.“ in der dritten Zeile.



Korrekur 2. Zeile: ψj(t) =
1
2φp+j(t) +

1
2 φ̄p+j(t)









Wiederholung: Jordansche Normalform

(1) Sei K ein Körper und n ∈ N. Eine Matrix J ∈ Mn,K heißt
Jordanmatrix zum Eigenwert λ ∈ K , wenn sie die Form

J =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0

0 0
. . .

. . .

0 0 0 λ 1
0 0 0 0 λ

 besitzt.

(2) Eine Matrix A ∈ Mn,K befindet sich in Jordanscher
Normalform, wenn sie sich als Blockmatrix in der Form

A =


J1

J2
. . .

Jr


mit Jordanmatrizen J1, ..., Jr schreiben lässt. Man bezeichnet
diese dann als Jordanblöcke der Matrix A.



Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

(3) Allgemein ist eine Matrix A ∈ Mn,K genau dann ähnlich zu
einer Matrix J ∈ Mn,K in Jordanscher Normalform, wenn das
charakteristische Polynom χA in K [x ] in Linearfaktoren
zerfällt.

(4) Zwei Matrizen J, J ′ ∈ Mn,K in Jordanscher Normalform sind
genau dann ähnlich zueinander, wenn sie bis auf Reihenfolge
dieselben Jordanblöcke enthalten. (Treten einzelne
Jordanblöcke mehrfach auf, dann müssen auch die
Vielfachheiten des Vorkommens übereinstimmen.)



Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

Im Folgenden sei A ∈ Mn,K und J ∈ Mn,K eine zu A ähnliche
Matrix in Jordanscher Normalform. Sei λ ∈ K ein Eigenwert der
Matrix A.

(5) Die algebraische Vielfachheit µa(A, λ) ist gleich der Summe
der Größen sämtlicher Jordanblöcke in J zum Eigenwert λ.

(6) Die geometrische Vielfachheit µg (A, λ) ist gleich der Anzahl
der Jordanblöcke zum Eigenwert λ in J.

(7) Die Vielfachheit von λ als Nullstelle des Minimalpolynoms
µA ∈ K [x ] ist gleich der Größe des größten Jordanblocks in J
zum Eigenwert λ.

Zur Erinnerung: Das Minimalpolynom µA ist das eindeutig
bestimmte normierte Polynom minimalen Grades in K [x ] mit
µA(A) = 0.



Korrektur: Streiche das Wort
”
aus“ in der dritten Zeile.



Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

Sei A ∈ Mn,K und λ ein Eigenwert von A.

• Für alle k ∈ N0 definiere

Vk = ker((A− λE )k) und dk = dimVk .

Nach Definition ist d0 = 0 und d1 = µg (A, λ), und offenbar
gilt dk ≤ dk+1 für alle k ∈ N0.

• Das kleinste p ∈ N mit dp = dp+1 erfüllt auch die Bedingung
dp = dk für alle k ≥ p.

• Die Anzahl ak der Jordankästchen der Größe k zum Eigenwert
λ in einer zu A ähnlichen Matrix J in Jordanscher Normalform
ist für jedes k ∈ N gegeben durch die Formel

ak = 2dk − 2dk−1 − dk+1.



Verfahren zur Bestimmung einer Transformationsmatrix

Sei A ∈ Mn,K eine Matrix mit einem zerfallendem
charakteristischen Polynom χA. Gesucht wird eine
Transformationsmatrix T , so dass

J = T−1AT

in Jordanscher Normalform vorliegt. Es sei ϕ : Kn → Kn der
Endomorphismus v 7→ (A− λE )v gegeben durch
Matrix-Vektor-Multiplikation.

(1) Zunächst bestimmt man Basen für die Untervektorräume
Vk = ker(ϕk) für 1 ≤ k ≤ p, wobei p ∈ N minimal mit
Vp = Vp+1 ist.



Bestimmung einer Transformationsmatrix (Forts.)

(2) Dann bestimmt man eine Basis Bp eines Vektorraums
Wp = Up mit Vp−1 ⊕ Up = Vp, indem man eine Basis von
Vp−1 zu einer Basis von Vp ergänzt.

(3) Anschließend bestimmt man nacheinander für
k = p − 1, p − 2, ..., 2, 1 jeweils eine Basis Bk eines
Vektorraums Wk mit Vk−1 ⊕ ϕ(Uk+1)⊕Wk = Vk , indem
man eine Basis von Vk−1 und die Bilder einer Basis von Uk+1

unter ϕ zu einer Basis von Vk ergänzt, und definiert
anschließend Uk = ϕ(Uk+1)⊕Wk . Nach Konstruktion gilt
dann stets Vk−1 ⊕ Uk = Vk .

(4) Für 1 ≤ k ≤ p und jeden Vektor v ∈ Bk trägt man jeweils
nacheinander ϕk−1(v), ϕk−2(v), ..., ϕ(v), v als Spaltenvektoren
in eine Matrix T ein. Diese Matrix ist dann invertierbar, und
J = T−1AT ist eine Matrix in Jordanscher Normalform.







Konvergenz matrixwertiger Potenzreihen

Proposition (5.16)

Sei
∑∞

n=0 anx
n eine komplexe Potenzreihe vom Konvergenzradius

r ∈ R+ ∪ {+∞} und A ∈ Mn,C mit ∥A∥ < r . Dann konvergiert
die Reihe

∞∑
n=0

anA
n

im C-Vektorraum Mn,C bezüglich der Zeilensummennorm.





Definition des Matrixexponentials

Folgerung:

Bekanntlich besitzt die Exponentialreihe einen unendlichen
Konvergenzradius. Daraus folgt, dass für alle A ∈ Mn,C die Reihe

eA = exp(A) =
∞∑
n=0

1

n!
An

einen wohldefinierten Wert in Mn,C besitzt. Man bezeichnet diesen
Wert als Matrixexponential von A.



Explizite Form des Matrixexponentials

Es bezeichne F ∈ Mn,R die Matrix mit Einsen auf der
1. Nebendiagonalen, also die Matrix gegeben durch fij = δi+1,j .

Lemma (5.17)

Sei t ∈ R, λ ∈ C und J = λE + F ∈ Mn,C. Dann gilt

etJ =


eλt teλt 1

2! t
2eλt · · · 1

(n−1)! t
n−1eλt

0 eλt teλt · · · 1
(n−2)! t

n−2eλt

0 0 eλt · · · 1
(n−3)! t

n−3eλt

...
...

...
...

0 0 0 · · · eλt

 .






