Die Losungsmenge im diagonalisierbaren Fall

Sei A € M, ¢, eine C-wertige n x n-Matrix.

(i) Sei A € C und v € C". Die Funktion ¢ : R — C", t s eMv
ist genau dann eine Lésung des Systems y’ = Ay ungleich
null, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist.

(i) Ist (A1, ..., Ar) ein Tupel komplexer Zahlen und (vi, ..., v,) ein
Tupel von Vektoren, wobei v; jeweils ein Eigenvektor zum
Eigenwert \; bezeichnet, so ist das Tupel (¢1, ..., ;) von
Funktionen ¢;(t) = e%'v; genau dann linear unabhingig,
wenn das Tupel (v, ..., v,) linear unabhangig ist.

(iii) Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die komplexen
Zahlen ); alle verschieden sind.




Ubergang zwischen Lésungsmengen durch Basiswechsel

Proposition (5.12)

SeiAe M,c, T € GL,(C) und B = TAT L. Genau dann ist

¢ : R — C" eine Lésung des Systems y’ = Ay, wenn ¢ : R — C"
gegeben durch 1(t) = T¢(t) eine Lsung von z' = Bz ist.




Umrechnung in reellwertige Losungen

Proposition (5.13)
Sei A € M, R, eine R-wertige n x n-Matrix.

(i) Ist A € C ein Eigenwert von A, A = v + jw mit v,w € R, und
ist v € C" ein zugehoriger Eigenvektor, v = u + iw mit
u,w € R", dann ist auch A =v—iwein Eigenwert von A,
und Vv = u — iw ist ein zugehoriger Eigenvektor.

(i) In diesem Fall sind ¢, & : R — R" mit
P(t) = " (cos(wt)u — sin(wt)w)

und
£(t) = e”*(sin(wt)u + cos(wt)w)

zwei linear unabhangige Lésungen der DGL.




Der reelle Losungsraum im komplex-diagonalisierbaren Fall

Folgerung (5.14)

Sei A € M, R eine diagonalisierbare n x n-Matrix, mit reellen
Eigenwerten \p, ..., A, und Paaren (Aps1, Aps1); s (Aptqs Aptq)
nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwerte, mit n = p + 2q,
A =vj+iw;j, vj,wj € R fiir 1 <j < gq. Essei (vi,..., Vpyq) €in
System von Vektoren derart, dass

(V]_, veey Vp7 Vp_A'_:[7 ‘7P+17 vees Vp+q7 ‘7p+q)

eine Basis des C" und v; jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert );
ist, fiir 1 <j < p+4 q. Weiter sei v; = uj + iw; fiir p+1 < j <

p + q jeweils die Zerlegung von v; in Real- und Imaginarteil.

Dann ist durch ¢;(t) = eAftvj fir 1 < j < p sowie

fir 1 < j < g ein Fundamentalsystem von L&sungen gegeben.

- ___________________________________________/
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Wiederholung: Jordansche Normalform

(1) Sei K ein Kérper und n € IN. Eine Matrix J € M, x heiBt
Jordanmatrix zum Eigenwert A € K, wenn sie die Form

A1 0 -+ 0
ox 1 --- 0
J = 00 . - besitzt.
00 0 X 1
00 0 0 A

(2) Eine Matrix A € M, k befindet sich in Jordanscher
Normalform, wenn sie sich als Blockmatrix in der Form
J
V)

Jr

mit Jordanmatrizen Ji, ..., J, schreiben ldsst. Man bezeichnet
diese dann als Jordanblocke der Matrix A.



Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

(3)

Allgemein ist eine Matrix A € M, k genau dann dhnlich zu
einer Matrix J € M, k in Jordanscher Normalform, wenn das
charakteristische Polynom x4 in K[x] in Linearfaktoren
zerfallt.

Zwei Matrizen J, J' € M, i in Jordanscher Normalform sind
genau dann dhnlich zueinander, wenn sie bis auf Reihenfolge
dieselben Jordanblocke enthalten. (Treten einzelne
Jordanblécke mehrfach auf, dann miissen auch die
Vielfachheiten des Vorkommens iibereinstimmen.)



Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

Im Folgenden sei A € M, x und J € M, k eine zu A dhnliche

Matrix in Jordanscher Normalform. Sei A € K ein Eigenwert der
Matrix A.

(5) Die algebraische Vielfachheit j5(A, A) ist gleich der Summe
der GroBen samtlicher Jordanblocke in J zum Eigenwert .

(6) Die geometrische Vielfachheit pg(A, A) ist gleich der Anzahl
der Jordanblécke zum Eigenwert A\ in J.

(7) Die Vielfachheit von A als Nullstelle des Minimalpolynoms

ua € K[x] ist gleich der GroBe des groBten Jordanblocks in J
zum Eigenwert .

Zur Erinnerung: Das Minimalpolynom p4 ist das eindeutig
bestimmte normierte Polynom minimalen Grades in K[x] mit
pa(A) = 0.
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Wiederholung: Jordansche Normalform (Forts.)

Sei A€ M, k und X ein Eigenwert von A.
e Fiir alle k € INg definiere

Vi = ker((A— AE)*) und  di = dim V.
Nach Definition ist dp = 0 und di = pz(A, X), und offenbar

gilt dx < dk41 fiir alle k € INp.

e Das kleinste p € IN mit d, = dj,41 erfiillt auch die Bedingung
dp = di fiir alle k > p.

e Die Anzahl a, der Jordankastchen der GroBe k zum Eigenwert
A in einer zu A 3dhnlichen Matrix J in Jordanscher Normalform
ist fiir jedes k € IN gegeben durch die Formel

ag = 2dk — 2dk_1 — dk+1.



Verfahren zur Bestimmung einer Transformationsmatrix

Sei A € M, i eine Matrix mit einem zerfallendem
charakteristischen Polynom y 4. Gesucht wird eine
Transformationsmatrix T, so dass

J = TAT

in Jordanscher Normalform vorliegt. Es sei ¢ : K" — K" der
Endomorphismus v — (A — AE)v gegeben durch
Matrix-Vektor-Multiplikation.

(1) Zunachst bestimmt man Basen fiir die Untervektorraume
Vi = ker(¢K) fiir 1 < k < p, wobei p € IN minimal mit
V, =V, ist.



Bestimmung einer Transformationsmatrix (Forts.)

(2) Dann bestimmt man eine Basis B, eines Vektorraums
W, = Up mit V,_1 ® U, = V), indem man eine Basis von
Vp—1 zu einer Basis von V), erganzt.

(3) AnschlieBend bestimmt man nacheinander fiir
k=p—-1,p—2,...,2,1 jeweils eine Basis B eines
Vektorraums Wy mit Vi_1 @ ¢(Uks1) ® Wi = Vi, indem
man eine Basis von Vj_; und die Bilder einer Basis von Uy
unter ¢ zu einer Basis von V) ergdnzt, und definiert
anschlieBend Uy = ¢(Ukr1) ® Wj. Nach Konstruktion gilt
dann stets Vi_1 @ Uk = V.

(4) Fiir 1 < k < p und jeden Vektor v € By trigt man jeweils
nacheinander ¢¥~1(v), $*=2(v), ..., ¢(v), v als Spaltenvektoren
in eine Matrix T ein. Diese Matrix ist dann invertierbar, und
J = T7LAT ist eine Matrix in Jordanscher Normalform.
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Konvergenz matrixwertiger Potenzreihen

Proposition (5.16)

Sei Y 02 g anx" eine komplexe Potenzreihe vom Konvergenzradius
re RTU{+o0} und A€ M, ¢ mit ||A|| < r. Dann konvergiert

die Reihe -
Z anA”
n=0

im C-Vektorraum M, ¢ beziiglich der Zeilensummennorm.
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Definition des Matrixexponentials

Folgerung:

Bekanntlich besitzt die Exponentialreihe einen
Konvergenzradius. Daraus folgt, dass fiir alle A € M, ¢ die Reihe

1

e = exp(A) = Z

n=0

7 n
nl

einen wohldefinierten Wert in M, ¢ besitzt. Man bezeichnet diesen
Wert als Matrixexponential von A.



Explizite Form des Matrixexponentials

Es bezeichne F € M, r die Matrix mit Einsen auf der
1. Nebendiagonalen, also die Matrix gegeben durch fjj = ;41 ;.

Seitc R, A€ Cund J=\E + F € M,¢. Dann gilt

e pert %tze)\t . (njl)| th—1gAt
At At 1 n—2 At
0 e te eyt e
et_j _ 0 0 e)\t . 1 tn—3e)\t

(n—3)!
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