
Der Existenzsatz von Peano

Satz (4.1)

Sei D ⊆ R×Kn eine offene Teilmenge, (a, b) ∈ D und
f : D → Kn eine stetige Funktion. Dann existiert für das durch
y ′ = f (x , y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem mindestens
eine Lösung, die jedes Kompaktum in beide Richtungen verlässt.



Korrektur zum Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes



Der Fixpunktsatz von Schauder

Satz (4.14)

Sei (V , ∥ · ∥) ein normierter R-Vektorraum und A ⊆ V eine
nichtleere konvexe abgeschlossene Teilmenge. Sei ϕ : A → A eine
Abbildung mit der Eigenschaft, dass ϕ(A) relativ kompakt ist.
Dann besitzt ϕ einen Fixpunkt.



Die Supremumsmetrik

Notation: Seien (X , dX ), (Y , dY ) metrische Räume.

• C(X ,Y ) = Menge der stetigen Abbildungen X → Y

• Cb(X ,Y ) = Menge der beschränkten stetigen Abbildungen

Ist X kompakt, dann stimmen die Mengen überein.

Proposition (4.15)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Dann ist auf der
Menge Cb(X ,Y ) durch d∞(f , g) = sup{dY (f (x), g(x)) | x ∈ X}
eine Metrik definiert. Sie wird als Supremumsmetrik bezeichnet.



Definition der gleichgradigen Stetigkeit

Definition (4.16)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume und M ⊆ C(X ,Y ).
Man bezeichnet M als gleichgradig stetig, wenn für jedes ε ∈ R+

jeweils ein δ ∈ R+ existiert, so dass für alle x , x ′ ∈ X und alle
f ∈ M aus dX (x , x

′) < δ jeweils dY (f (x), f (x
′)) < ε folgt.



Topologische Eigenschaft der gleichgradigen Stetigkeit

Lemma (4.17)

Sei (X , dX ) ein kompakter und (Y , dY ) ein beliebiger metrischer
Raum. Sei (fn)n∈N eine bezüglich d∞ konvergente Folge in
C(X ,Y ). Dann ist die Menge M = {fn | n ∈ N} gleichgradig stetig.









Total beschränkte Teilmengen

Definition (4.18)

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X , d) bezeichnet man
als total beschränkt, wenn für jedes ε ∈ R+ jeweils ein n ∈ N und
Punkte x1, ..., xn ∈ A existieren, so dass A von den endlich vielen
offenen Bällen Bε(xj) = {x ∈ X | d(xj , x) < ε} überdeckt wird,
also A ⊆

⋃n
j=1 Bε(xj) gilt.

Jede Teilmenge B ⊆ A einer total beschränkten Menge ist
wiederum total beschränkt.



Korrektur letzte Zeile:
”
... xk ∈ A mit B ∩ B 1

2
ε(xk) ̸= ∅“





Der Satz von Heine-Borel für metrische Räume

Satz (4.19)

Ein metrischer Raum (X , d) ist genau dann kompakt, wenn er
vollständig und total beschränkt ist.









Der Satz von Arzela-Ascoli

Satz (4.20)

Es sei (X , dX ) ein kompakter und (Y , dY ) ein vollständiger
metrischer Raum. Eine Teilmenge M ⊆ C(X ,Y ) ist genau dann
kompakt bezüglich der Supremumsmetrik d∞, wenn folgende drei
Bedingungen erfüllt sind.

(i) Für alle x ∈ X ist M(x) = {f (x) | f ∈ M} ⊆ Y relativ
kompakt.

(ii) Die Menge M ist gleichgradig stetig.

(iii) Die Menge M ist abgeschlossen.










