Exakte Differenzialformen

Definition (2.8)

Ist U C R? eine offene Teilmenge und f : U — R eine partiell
differenzierbare Funktion, dann bezeichnet man die 1-Form

of of

df = —dx+ —d

ox Xt dy v
als duBere Ableitung von f. Eine 1-Form w auf U wird exakt
genannt, wenn eine partiell differenzierbare Funktion g : U — R
mit dg = w existiert. Die Funktion g bezeichnet man in diesem
Fall als Stammfunktion von w.




Losungen exakter Differenzialgleichungen

Sei U C R? offen, w eine stetige exakte 1-Form auf U und
F : U — R eine Stammfunktion von w. Fiir eine stetig
differenzierbare Kurve v : I — U definiert auf einem offenen
Intervall / C R sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Kurve 7 ist eine Losung der DGL w(x,y) = 0.

(i) Die Funktion F o+ ist auf / konstant.




Exakte Differenzialgleichungen

Erinnerung: Der Gradient einer Funktion F : U — R auf einer
offenen Teilmenge U C R" ist die Funktion VF : U — IR" mit den
Komponenten (VF), = gTZ fir 1 <k <n.

Definition (2.10)

Sei U C R? eine offene Teilmenge, und seien f, g : U — R stetige
Funktionen. Man bezeichnet die Differenzialgleichung

fx,y)+g(xy)y’ = 0

als exakt, wenn eine C1-Funktion F : U — R mit

- ()

existiert. Man bezeichnet F dann als Stammfunktion der DGL.

v




Losung exakter Differenzialgleichungen

Folgerung (2.11)

Sei U C R? ein Gebiet, und seien f, g : U — R stetige Funktionen.
Sei f(x,y) + g(x,y)y’ = 0 eine exakte DGL und F : U — R eine
zugehorige Stammfunktion. Fiir eine stetig differenzierbare
Funktion ¢ : | — R auf einem offenen Intervall / C R sind dann
folgende Aussagen aquivalent.

(i) Die Funktion ¢ ist Losung der DGL.
(i) Die Funktion @ : 1 — R, t+— F(t,(t)) ist konstant.




Lokale Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Seien f, g stetige reellwertige Funktionen auf einem Gebiet
U C R?, die eine exakte Differenzialgleichung

fix,y)+glx,y)y = 0 definieren.

Sei auBerdem (a, b) € U ein Punkt mit g(a, b) # 0. Dann existiert
eine auf einem offenen Intervall / definierte Losung ¢ : I — R
durch den Punkt (a, b), und dies ist auf dem Intervall / die einzige
Losung durch diesen Punkt.
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Grundbegriffe aus der Topologie

e Sei X ein topologischer Raum, und seien v, 4 : [a, b] — X
stetige Funktionen. Eine Homotopie zwischen v und ¢ ist eine
stetige Abbildung H : [a, b] x [0,1] — X mit H(s,0) = ~(s)
und H(s,1) = d(s) fiir alle s € [a, b].

e Gilt zusatzlich H(a, t) = v(a) = d(a) und
H(b, t) = ~(b) = d(b) fiir alle t € [0,1], dann spricht man
von einer Homotopie relativ zu den Endpunkten.

e Eine geschlossene Kurve v : [a, b] — X, also eine Kurve mit
v(a) = ~y(b), wird nullhomotop oder zusammenziehbar
genannt, wenn eine Homotopie zwischen ~ und der
konstanten Abbildung ¢ : [a, b] — X, t — 7(a) relativ zu den
Endpunkte existiert.



Grundbegriffe aus der Topologie

e Der topologische Raum X wird als einfach zusammenhangend
bezeichnet, wenn er zusammenhangend und jede geschlossene
Kurve in X nullhomotop ist.

e Es ist zum Beispiel leicht zu zeigen, dass sternférmige und
insbesondere konvexe Gebiete im R"” einfach zusammen-
hangend sind.



Kriterium fir die Exaktheit von 1-Formen

Sei U C R? offen und w eine 1-Form auf U, w = f dx + g dy mit
stetig differenzierbaren Funktionen f, g : U — R. Ist w exakt, dann
gilt g—; = g—i auf ganz U. Ist U einfach zusammenhangend, dann
gilt auch die Umkehrung.




Integrierende Faktoren fiir eine 1-Form

Definition (2.14)

Sei U C R? offen und w = f dx + g dy eine 1-Form auf U, mit
stetigen Funktionen f und g. Eine stetige Funktion

m: U — R\ {0} wird integrierender Faktor fiir w genannt, wenn
mw eine exakte 1-Form ist.
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Systeme von Differenzialgleichungen

Im Folgenden bezeichnet K einen der beiden Korper R oder C.

Definition (3.1)

Seien n,k € IN, U C R x K"  eine beliebige Teilmenge und
f . U — K" eine Funktion. Dann bezeichen wir eine Gleichung der
Form

y(k) = f(X7y7.y/7"'7y(k_1))

als (explizite) IKK-wertiges System von n Differenzialgleichung der
. Dabei wird U der Definitionsbereich des Systems ge-

nannt.




Anfangswertprobleme und ihre Losungen

Definition (3.2)

Ein Anfangswertproblem besteht aus der Angabe eines K-wertiges
System von n Differenzialgleichung wie in Definition 3.1 und eines
Punktes (a, b) € U mit a € R und b € K*". Eine Lésung dieses
Anfangswertproblems ist eine (mindestens) k-mal differenzierbare
Funktion ¢ : | — K", definiert auf einem offenen Intervall /, mit
der Eigenschaft, dass

(t,0(t), & (2), .., (1) € U

und
) = it e(t), (), .., ok V(1))

fiir 1 <j < nund alle t € | erfiillt ist. Eine solche Losung wird als
maximal bezeichnet, wenn keine Losung ¢ : J — K" des Anfangs-
wertproblems mit J D / und |, = ¢ existiert.
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Korrespondenz zwischen Systemen erster und hoherer

Ordnung

Jedem System von n Differenzialgleichungen k-ter Ordnung wie
oben kann auf folgende Weise ein System y’ = g(x, y) von kn
Differenzialgleichungen zugeordnet werden: Man definiert eine
Funktion g : D — K" durch

g,-J(x,y) = y;+1J fUrOSiSk—Zlngn

gk—l,j(ny) = 6(X7y) fUI’].S_]Sn

Dabei wird fiir die Nummerierung der Indizes der Raum K" mit
(KM)* gleichgesetzt.



Ubersetzung der Lésungsmengen

Sei y() = f(x,y,y’, ...,y"*~1) ein n-elementiges System von

DGLs k-ter Ordnung der oben angegebenen Form und y' = g(x, y)

das zugeordnente kn-elementige System.

(i) Ist ¢ : I — K" eine Losung des n-elementigen Systems, dann
ist die Abbildung 1 : | — Kk gegeben durch
U(t) = (@(t), (1), ..., ok1(¢)) fiir t € 1, in
ausgeschriebener Form 0<i<k-—1und
1 <j < n, eine Losung des kn-elementigen Systems.

(ii) Ist umgekehrt ¢ : | — KX eine Losung des nk-elementigen
Systems, dann ist durch ¢;(t) = v (t) fir 1 <j < n eine
Losung des n-elementigen Systems gegeben.
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