
Modifikation einer DGL durch Substitution

Satz (2.7)

• Sei I ⊆ R ein offenes Intervall, V ⊆ I ×R ein Gebiet und
f : V → R eine stetige Funktion.

• Sei ϕ : V → R eine stetig differenzierbare Abbildung derart,
dass für jedes x ∈ I mit

Vx = {y ∈ R | (x , y) ∈ V } ≠ ∅

die Abbildung ϕx : Vx → R, y 7→ ϕ(x , y) ein
C1-Diffeomorphismus auf ihre Bildmenge ϕx(Vx) ist.

Für jedes offene Intervall J ⊆ I und jede Funktion φ : J → R sind
dann äquivalent:

(i) Die Funktion φ ist Lösung der DGL y ′ = f (x , y).

(ii) Die Funktion η : J → R, t 7→ ϕ(t, φ(t)) ist eine Lösung von

y ′ = (ϕ−1
x )′(y)−1f (x , ϕ−1

x (y)) + ∂ϕ
∂x (x , ϕ

−1
x (y)).





Korrektur:
In den letzten beiden Zeilen ersetze η(t) durch (t, φ(t)).



Auch hier: Ersetze η(t) durch (t, φ(t)) in den ersten beiden Zeilen.













Exakte Differenzialformen

Definition (2.8)

Ist U ⊆ R2 eine offene Teilmenge und f : U → R eine partiell
differenzierbare Funktion, dann bezeichnet man die 1-Form

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy

als äußere Ableitung von f . Eine 1-Form ω auf U wird exakt
genannt, wenn eine partiell differenzierbare Funktion g : U → R

mit dg = ω existiert. Die Funktion g bezeichnet man in diesem
Fall als Stammfunktion von ω.



Lösungen exakter Differenzialgleichungen

Satz (2.9)

Sei U ⊆ R2 offen, ω eine stetige exakte 1-Form auf U und
F : U → R eine Stammfunktion von ω. Für eine stetig
differenzierbare Kurve γ : I → U definiert auf einem offenen
Intervall I ⊆ R sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) Die Kurve γ ist eine Lösung der DGL ω(x , y) = 0.

(ii) Die Funktion F ◦ γ ist auf I konstant.









Exakte Differenzialgleichungen

Erinnerung: Der Gradient einer Funktion F : U → R auf einer
offenen Teilmenge U ⊆ Rn ist die Funktion ∇F : U → Rn mit den
Komponenten (∇F )k = ∂F

∂xk
für 1 ≤ k ≤ n.

Definition (2.10)

Sei U ⊆ R2 eine offene Teilmenge, und seien f , g : U → R stetige
Funktionen. Man bezeichnet die Differenzialgleichung

f (x , y) + g(x , y) y ′ = 0

als exakt, wenn eine C1-Funktion F : U → R mit

∇F =

(
f
g

)
existiert. Man bezeichnet F dann als Stammfunktion der DGL.



Lösung exakter Differenzialgleichungen

Folgerung (2.11)

Sei U ⊆ R2 ein Gebiet, und seien f , g : U → R stetige Funktionen.
Sei f (x , y) + g(x , y)y ′ = 0 eine exakte DGL und F : U → R eine
zugehörige Stammfunktion. Für eine stetig differenzierbare
Funktion φ : I → R auf einem offenen Intervall I ⊆ R sind dann
folgende Aussagen äquivalent.

(i) Die Funktion φ ist Lösung der DGL.

(ii) Die Funktion φ̃ : I → R, t 7→ F (t, φ(t)) ist konstant.










