
Differenzialgleichung mit getrennten Variablen

Definition (2.1)

Seien I , J ⊆ R offene Intervalle und f : I → R, g : J → R stetige
Funktionen. Dann nennt man

y ′ = f (x)g(y)

eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.



Lösbarkeit von DGLs mit getrennten Variablen

Satz (2.2)

Seien f , g wie oben definiert und außerdem (a, b) ∈ I × J mit
g(b) ̸= 0. Sei J ′ ⊆ J ein Intervall mit b ∈ J ′ und g(y) ̸= 0 für alle
y ∈ J ′, und seien F : I → R und G : J ′ → R definiert durch

F (x) =

∫ x

a
f (t) dt und G (y) =

∫ y

b
g(t)−1 dt.

Dann besitzt G eine Umkehrfunktion H : G (J ′) → J ′, und es
existiert ein offenes Intervall I ′ ⊆ I mit a ∈ I ′ und F (I ′) ⊆ G (J ′).
Darüber hinaus ist die Funktion φ : I ′ → R gegeben durch
φ = H ◦ F die einzige durch (a, b) verlaufende Lösung der DGL.







Kriterium für die Eindeutigkeit im Fall g(y) = 0

Proposition (2.3)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 2.2 gewählt. Ist g(b) = 0 und
α ∈ R+ mit der Eigenschaft, dass g(y) > 0 für alle y ∈ ]b, b + α]
gilt und das uneigentliche Integral∫ b+α

b

dy

g(y)

divergiert, dann gibt es keine Lösung φ : I ′ → R auf einem offenen
Teilintervall I ′ ⊆ I mit a ∈ I ′ und φ(t) > b für ein t ∈ I ′.







Korrekturanmerkungen zur letzten Tafel:

• Das Ende der 4. Zeile muss
”
∀ t ∈ ]t0, t1] : φ(t) < b + α“

lauten. (Hier wird wieder die Stetigkeit von φ verwendet.
Wegen φ(t0) = b existiert ein δ ∈ R+ mit δ < t1 − t0 und
b < φ(t) < b + α für alle t ∈ ]t0, t0 + δ[. Wir können dann
t1 durch t0 + δ ersetzen.)

• Am Ende der 5. Zeile muss es ∀ t ∈ ]t0, t1] heißen.

• In der drittletzten Zeile heißt es richtig
”
Für x → t0 geht

die linke Seite...”. Die linke Seite divergiert dann wegen∫ φ(t1)

b

ds

g(s)
= +∞.



Ergänzungen

• Genauso zeigt man: Ist g(b) = 0 und α ∈ R+ mit der
Eigenschaft, dass g(y) < 0 für alle y ∈ [b − α, b[ gilt und das

uneigentliche Integral
∫ b
b−α g(y)

−1 dy divergiert, dann gibt es
keine Lösung φ : I ′ → R auf einem offenen Teilintervall I ′ ⊆ I
mit a ∈ I ′ und φ(t) < b für ein t ∈ I ′.

• Sind beide Bedingungen zugleich erfüllt, dann ist die
konstante Funktion mit dem Wert b also tatsächlich die
einzige Lösung auf I durch den Punkt (a, b).



Definition linearer Differenzialgleichungen

Definition (2.4)

Sei I ⊆ R ein offenes Intervall, und seien f , g : I → R stetige
Funktionen. Dann nennt man

y ′ = f (x)y + g(x)

eine lineare DGL erster Ordnung. Ist g(x) = 0 für alle x ∈ I , dann
spricht man von einer homogenen, ansonsten von einer
inhomogenen Differenzialgleichung.



Eigenschaften des Lösungsraums linearer DGLs

Proposition (2.5)

(i) Für jedes Paar (a, b) ∈ I ×R existiert eine eindeutig
bestimmte Lösung φ : I → R der homogenen linearen DGL
y ′ = f (x)y durch (a, b). Diese ist gegeben durch

φ(t) = beF (t)

mit der Stammfunktion F : I → R, x 7→
∫ x
a f (t) dt von f .

(ii) Sind φ1, φ2 Lösungen der homogenen linearen DGL, und ist
λ ∈ R, dann sind auch φ1 + φ2 und λφ1 Lösungen dieser
DGL.

(iii) Sei ψ0 eine Lösung der inhomogenen DGL. Dann sind die
Lösungen dieser DGL insgesamt die Funktionen der Form
ψ = ψ0 + φ, wobei φ die Lösungen der homogenen linearen
DGL durchläuft.











Lösung durch Variation der Konstanten

Satz (2.6)

Sei (a, b) ∈ I ×R vorgegeben und φ : I → R eine Lösung der
homogenen linearen DGL y ′ = f (x)y durch (a, 1). Sei u : I → R

definiert durch

u(t) = b +

∫ t

a

g(s)

φ(s)
ds für alle t ∈ I .

Dann ist ψ = uφ die eindeutig bestimmte Lösung der inhomogenen
linearen DGL y ′ = f (x)y + g(x) durch den Punkt (a, b).








