Gewohnliche explizite DGLs erster Ordnung

Definition (1.1)

Sei D C R? und f : D — R eine Funktion. Dann nennt man eine
Gleichung der Form

y' = f(xy)

eine (gewdhnliche) explizite Differenzialgleichung (DGL) erster
Ordnung. Eine Lésung einer solchen DGL ist eine differenzierbare
Funktion ¢ : | — R auf einem offenen Intervall / C R mit der
Eigenschaft, dass

(t,e(t)) €D und  @'(t) = f(t, (1))

fir alle t € [ erfullt ist.




Implizite Differenzialgleichungen

Definition (1.2)

Sei D C R3 und F : D — R eine Funktion. Dann wird eine
Gleichung der Form

F(x,y,y') = 0

eine implizite DGL erster Ordnung genannt. Eine Ldsung ist in
diesem Fall eine differenzierbare Funktion ¢ : | — R auf einem
offenen Intervall / C R mit der Eigenschaft, dass

(t.o(t),¢'(t) € D und  F(t,(t),¢'(t)) =0

fiir alle t € [ gilt.




Maximalitat von Losungen

Definition (1.3)

Man bezeichnet eine Lésung ¢ : | — R der DGL y’ = f(x, y) als
maximal, wenn keine Lésung ¢ : J — R mit J 2 [ und ¥|; = ¢
existiert.




Geometrie von DGLs erster Ordnung

Definition (1.4)

Sei y' = f(x,y) eine explizite DGL erster Ordnung wie oben. Dann
nennt man die Funktion f : D — R2 gegeben durch

floy) = W (f(xl, y))

das normierte Richtungsvektorfeld der DGL. Ist ¢ : | — R eine
Losung der DGL, dann bezeichnet man den Graphen von ¢
gegeben durch v : | — R, t — (t,(t)) auch als Lésungskurve der
DGL.

v




Geometrie von DGLs erster Ordnung (Forts.)

e Sprechweise: Eine Lésung ¢ : I — R durchlduft einen Punkt
(x, y) des Definitionsbereichs D der DGL, wenn ein t € | mit

v(t) = (t,¢(t)) = (x, y) existiert.

e Die Definitionen sind so gewahlt, dass fiir jedes t € | der
Vektor (f o v)(t) jeweils der normierte Tangentialvektor an die
Kurve « im Punkt ~(t) ist.



Lipschitz-Bedingung und Lipschitz-Konstante

Definition (1.5)
Sei D C R? und f : D — R eine Funktion.

(i) Man sagt, die Funktion f geniigt einer Lipschitz-Bedingung,
wenn eine Konstante L € R existiert, so dass

|f(X7y) - f(Xay/)| < L|y_y/|

fur alle x,y,y’ € R mit (x,y), (x,y’) € D erfiillt ist. Die Zahl
L wird in diesem Zusammenhang eine Lipschitz-Konstante der
Funktion f genannt.

(ii) Die Funktion f geniigt einer lokalen Lipschitz-Bedingung,
wenn fiir jeden Punkt (x,y) € D eine Umgebung U existiert,
so dass f|pnuy einer Lipschitz-Bedingung geniigt.




Existenz- und Eindeutigkeitssatze

Satz (1.6)

Sei y’ = f(x,y) eine explizite DGL erster Ordnung, gegeben durch
eine Funktion f auf einem Definitionsbereich D C R2.

(i) (Existenzsatz von Peano)
Ist f stetig, dann existiert fiir jeden Punkt (x,y) € D eine
maximale, durch (x, y) verlaufende Lésung der DGL.

(ii) (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f)
Geniigt f dariiber hinaus einer lokalen Lipschitz-Bedingung,
dann existiert fiir jeden Punkt (x,y) € D eine

maximale Lésung durch (x, y).

.
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Differenzialformen auf dem R?

Definition (1.7)

Eine Linearform auf einem R-Vektorraum V ist eine lineare
Abbildung V — RR. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass
diese linearen Abbildungen selbst einen IR-Vektorraum bilden, den
wir als den Dualraum V* von V bezeichnen.

Beispiel: e, e5 € (R?)* gegeben durch ef(v) = v1, €(v) = v» fiir
v=(v1,nn) € R?

Definition (1.8)

Eine 1-Form auf einer Teilmenge D C RR? ist eine Abbildung
w: D — (R?)*.

Beispiel: die konstanten Abbildungen dx, dy : D — (RR?)* gegeben
durch dx(x,y) = ef, dy(x,y) = e



Differenzialgleichungen in symmetrischer Form

Definition (1.9)

Sei D C R?, und seien w und 7 zwei auf D definierte 1-Formen.
Dann bezeichnen wir die Gleichung

wix,y) = nlxy)

als eine DGL in symmetrischer Form. Eine differenzierbare
Funktion v : [ — R? auf einem offenen Intervall | C R wird eine
Losung der DGL genannt, wenn 7(t) € D und

W) (1) = 1)) (1)

fur alle t € | erfullt ist.




Normiertes Richtungsvektorfeld einer symmetrischen DGL

Definition (1.10)

Sei D C R?, und seien w und n zwel auf D definierte 1-Formen.
Wir bezeichnen eine Abbildung f: D — R2 als normiertes
Richtungsvektorfeld der DGL w(x, y) = n(x,y), wenn fiir alle
(x,y) € D jeweils

IFl=1  und  w(xy)(Flx,y)) = n(xy)(f(x,y)

erfillt ist.

Anmerkung:

Bezeichnet f das normierte Richtungsvektorfeld der expliziten DGL
y' = f(x,y), dann ist qugleich das normierte Richtungsvektorfeld
der DGL dy = f(x,y) dx in symmetrischer Form.
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Differenzialgleichung mit getrennten Variablen

Definition (2.1)
Seien I, J C R offene Intervalle und f : | -+ R, g : J — R stetige
Funktionen. Dann nennt man

y' = f(x)ely)

eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.

.




Losbarkeit von DGLs mit getrennten Variablen

Seien f, g wie oben definiert und auBerdem (a, b) € | x J mit
g(b) #0. Sei J' C J ein Intervall mit b € J' und g(y) # 0 fiir alle
y € J, und seien F: | — R und G : J/ — R definiert durch

Yy

F(x):/xf(t)dt und G(y):/b g(t) L dt.

Dann besitzt G eine Umkehrfunktion H : G(J') — J/, und es
existiert ein offenes Intervall /" C | mit a € I’ und F(I') C G(J').
Dariiber hinaus ist die Funktion ¢ : I’ — R gegeben durch

@ = H o F die einzige durch (a, b) verlaufende Lésung der DGL.




| par DL = (R qry) wk gebonnden
wekeer § &= R ol Tteseells /
oe L ‘ 4 < ;C k- g(@) =7 O Q% S&ehg /

|

o ng@L A ofe%&a 7}3@&\1% z:\ < g w(J‘t‘ ‘f‘

Le g‘ ol 3% =+ O ¥ << 3‘ ol O'{)}\A,e\

— gD > (O e 3‘ Q(J&s 3(§5> O
g < ¥re 3 fll 9@ <0




/YNDLQ QT_;»»\%/\Q@A M 0\’;

/

et e d 2y RN

3 = ﬁv&\‘al We d\? @W(E\ Q@ 2y
\ DI
US=N Q’JVQ,\/ AN Gy

, \p/\ \LeVO\ (7’ (2] \ve\ |
A\'\‘gﬂ?%q\-\}

e )
N 20

SE <
e G@E R B
wd G s B

HJ’QW CRAN N

“‘M)Y(‘ke QG%\ \J\/w\ag,l\r\“ A H C(a‘ e (J’(,‘
Auch F T

~H\ % D

J I At sk gy |
F@W=0=cu)ealy 'fj‘, N
‘“ - E) (\&\J’l\\ Chan (3 Ql\(’(
Mr@»m@ \ Q’[ y«,\&‘\ Lkl \

g (5{3"‘,
= P=Ho & & ol T uk@\ rory

Il ko
S*eh @QJ

(JD«/




s MQY@?WW P o \ga

(50
TR an\zdwﬁb\

o H
—= (G- l) = &' 1)
asd A2 |
Q')+t
ot E . .
— &@ 5 Lo'si,‘gg &w DGA )
EA)\(}\ew%‘LZ%\P,QJj\ A QAQ/{I\—Q :‘V\‘U@q




\B%M - DEL srr RSN
k G CLLQ‘QS L\c/
P %&Sbm&m( 2N Lgc&
\ 9"/;% M e ~A

= @
: | J}M@V : C = .\ A = o kd
; ol ‘.‘X A- G‘Kt = %X )»
?o) \ FK)‘) \30 Y 5 4 v\at)g‘
o8 5 Y AJC 5 (_l ) L
\\YY | 6(%\) . \1} JCL - (
: SN 57

«_;\ B 1w G C}iWA\?@;ﬂzz%'x >
2. x’:%‘i <T: Ki‘ ; = Mgo lﬁ\_ H(X) : F»()i

L —— !\é = ’ "

ﬂ:——x A G
Q | -



P Vm\CJ\r&vw\b\ztm Lo Cg ;

<.

= Py = (e T = 77 o eua Losy
hes TR iR ]’ j 3 K, s DQ&LL'\L\'LW\fol'ﬁ"&(‘V\

E@Q,Q_; 22 ) = kQ(’c) 2
DL Sede » ) = el C{C—u B el
vedribe Se&‘-(’ ! W(‘c) (4 cx)>




