
Gewöhnliche explizite DGLs erster Ordnung

Definition (1.1)

Sei D ⊆ R2 und f : D → R eine Funktion. Dann nennt man eine
Gleichung der Form

y ′ = f (x , y)

eine (gewöhnliche) explizite Differenzialgleichung (DGL) erster
Ordnung. Eine Lösung einer solchen DGL ist eine differenzierbare
Funktion φ : I → R auf einem offenen Intervall I ⊆ R mit der
Eigenschaft, dass

(t, φ(t)) ∈ D und φ′(t) = f (t, φ(t))

für alle t ∈ I erfüllt ist.



Implizite Differenzialgleichungen

Definition (1.2)

Sei D ⊆ R3 und F : D → R eine Funktion. Dann wird eine
Gleichung der Form

F (x , y , y ′) = 0

eine implizite DGL erster Ordnung genannt. Eine Lösung ist in
diesem Fall eine differenzierbare Funktion φ : I → R auf einem
offenen Intervall I ⊆ R mit der Eigenschaft, dass

(t, φ(t), φ′(t)) ∈ D und F (t, φ(t), φ′(t)) = 0

für alle t ∈ I gilt.



Maximalität von Lösungen

Definition (1.3)

Man bezeichnet eine Lösung φ : I → R der DGL y ′ = f (x , y) als
maximal, wenn keine Lösung ψ : J → R mit J ⊋ I und ψ|I = φ
existiert.



Geometrie von DGLs erster Ordnung

Definition (1.4)

Sei y ′ = f (x , y) eine explizite DGL erster Ordnung wie oben. Dann
nennt man die Funktion f⃗ : D → R2 gegeben durch

f⃗ (x , y) =
1√

1 + f (x , y)2

(
1

f (x , y)

)
das normierte Richtungsvektorfeld der DGL. Ist φ : I → R eine
Lösung der DGL, dann bezeichnet man den Graphen von φ
gegeben durch γ : I → R, t 7→ (t, φ(t)) auch als Lösungskurve der
DGL.



Geometrie von DGLs erster Ordnung (Forts.)

• Sprechweise: Eine Lösung φ : I → R durchläuft einen Punkt
(x , y) des Definitionsbereichs D der DGL, wenn ein t ∈ I mit
γ(t) = (t, φ(t)) = (x , y) existiert.

• Die Definitionen sind so gewählt, dass für jedes t ∈ I der
Vektor (f⃗ ◦ γ)(t) jeweils der normierte Tangentialvektor an die
Kurve γ im Punkt γ(t) ist.



Lipschitz-Bedingung und Lipschitz-Konstante

Definition (1.5)

Sei D ⊆ R2 und f : D → R eine Funktion.

(i) Man sagt, die Funktion f genügt einer Lipschitz-Bedingung,
wenn eine Konstante L ∈ R+ existiert, so dass

|f (x , y)− f (x , y ′)| ≤ L|y − y ′|

für alle x , y , y ′ ∈ R mit (x , y), (x , y ′) ∈ D erfüllt ist. Die Zahl
L wird in diesem Zusammenhang eine Lipschitz-Konstante der
Funktion f genannt.

(ii) Die Funktion f genügt einer lokalen Lipschitz-Bedingung,
wenn für jeden Punkt (x , y) ∈ D eine Umgebung U existiert,
so dass f |D∩U einer Lipschitz-Bedingung genügt.



Existenz- und Eindeutigkeitssätze

Satz (1.6)

Sei y ′ = f (x , y) eine explizite DGL erster Ordnung, gegeben durch
eine Funktion f auf einem Definitionsbereich D ⊆ R2.

(i) (Existenzsatz von Peano)
Ist f stetig, dann existiert für jeden Punkt (x , y) ∈ D eine
maximale, durch (x , y) verlaufende Lösung der DGL.

(ii) (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf)
Genügt f darüber hinaus einer lokalen Lipschitz-Bedingung,
dann existiert für jeden Punkt (x , y) ∈ D eine eindeutig
bestimmte maximale Lösung durch (x , y).









Differenzialformen auf dem R2

Definition (1.7)

Eine Linearform auf einem R-Vektorraum V ist eine lineare
Abbildung V → R. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass
diese linearen Abbildungen selbst einen R-Vektorraum bilden, den
wir als den Dualraum V ∗ von V bezeichnen.

Beispiel: e∗1 , e
∗
2 ∈ (R2)∗ gegeben durch e∗1(v) = v1, e

∗
2(v) = v2 für

v = (v1, v2) ∈ R2

Definition (1.8)

Eine 1-Form auf einer Teilmenge D ⊆ R2 ist eine Abbildung
ω : D → (R2)∗.

Beispiel: die konstanten Abbildungen dx , dy : D → (R2)∗ gegeben
durch dx(x , y) = e∗1 , dy(x , y) = e∗2



Differenzialgleichungen in symmetrischer Form

Definition (1.9)

Sei D ⊆ R2, und seien ω und η zwei auf D definierte 1-Formen.
Dann bezeichnen wir die Gleichung

ω(x , y) = η(x , y)

als eine DGL in symmetrischer Form. Eine differenzierbare
Funktion γ : I → R2 auf einem offenen Intervall I ⊆ R wird eine
Lösung der DGL genannt, wenn γ(t) ∈ D und

ω(γ(t))(γ′(t)) = η(γ(t))(γ′(t))

für alle t ∈ I erfüllt ist.



Normiertes Richtungsvektorfeld einer symmetrischen DGL

Definition (1.10)

Sei D ⊆ R2, und seien ω und η zwei auf D definierte 1-Formen.
Wir bezeichnen eine Abbildung f⃗ : D → R2 als normiertes
Richtungsvektorfeld der DGL ω(x , y) = η(x , y), wenn für alle
(x , y) ∈ D jeweils

∥f⃗ (x , y)∥ = 1 und ω(x , y)(f⃗ (x , y)) = η(x , y)(f⃗ (x , y))

erfüllt ist.

Anmerkung:
Bezeichnet f⃗ das normierte Richtungsvektorfeld der expliziten DGL
y ′ = f (x , y), dann ist f⃗ zugleich das normierte Richtungsvektorfeld
der DGL dy = f(x,y) dx in symmetrischer Form.









Differenzialgleichung mit getrennten Variablen

Definition (2.1)

Seien I , J ⊆ R offene Intervalle und f : I → R, g : J → R stetige
Funktionen. Dann nennt man

y ′ = f (x)g(y)

eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.



Lösbarkeit von DGLs mit getrennten Variablen

Satz (2.2)

Seien f , g wie oben definiert und außerdem (a, b) ∈ I × J mit
g(b) ̸= 0. Sei J ′ ⊆ J ein Intervall mit b ∈ J ′ und g(y) ̸= 0 für alle
y ∈ J ′, und seien F : I → R und G : J ′ → R definiert durch

F (x) =

∫ x

a
f (t) dt und G (y) =

∫ y

b
g(t)−1 dt.

Dann besitzt G eine Umkehrfunktion H : G (J ′) → J ′, und es
existiert ein offenes Intervall I ′ ⊆ I mit a ∈ I ′ und F (I ′) ⊆ G (J ′).
Darüber hinaus ist die Funktion φ : I ′ → R gegeben durch
φ = H ◦ F die einzige durch (a, b) verlaufende Lösung der DGL.












