Offene und abgeschl. Teilmengen eines metrischen Raums

Definition (3.1)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge U C X wird offen genannt, wenn fiir jedes
x € U ein ¢ € RT existiert, so dass B-(x) C U gilt.

(i) Man bezeichnet eine Teilmenge A C X als abgeschlossen,
wenn das Komplement X \ A von A in X offen ist.




Definition der topologischen Raume

Definition (3.3)

Sei X eine Menge und .7 C Z(X). Man bezeichnet .7 als

Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Esgilt @€ 7 und X € .

(i) Furalle U,V e Tgilt UNV € 7.

(iii) Ist (U;j)jes eine Familie von Teilmengen von X, wobei U; €
fiir jedes i € I gilt, dann ist auch die Vereinigung | J;, U; ein
Element von 7.

Ein Paar (X, .7) bestehend aus einer Menge X und einer

Topologie .7 auf X bezeichnet man als topologischen Raum.

Die Elemente von .7 werden als offene, die Mengen der Form

X\ U mit U € 7 als abgechlossene Teilmengen des topologischen
Raums bezeichnet.
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Metrische Raume als topologische Raume

Sei (X, d) ein metrischer Raum und .7 die Menge der in (X, d)
offenen Teilmengen. Dann ist .7 eine Topologie auf X.




Der Umgebungsbegriff

Definition (3.5)

Sei (X, .7) ein topologischer Raum und x € X. Eine Teilmenge
U C X wird Umgebung von x genannt, wenn eine offene
Teilmenge V von X mit x € V und V C U existiert.




Hausdorffsche topologische Raume

Definition (3.6)

Ein topologischer Raum (X,.7) wird hausdorffsch genannt, wenn
fiir zwei beliebige Punkte x,y € X jeweils
Umgebungen U von x und V von y mit existieren.




Konvergenz in topologischen Raumen

Definition (3.7)

Sei (X,.7) ein topologischer Raum, a € X und (x("),cn eine
Folge in X. Wir sagen, die Folge (x("),c konvergiert gegen den
Punkt a und bezeichnen a als Grenzwert der Folge, wenn fiir jede
Umgebung U von x in (X,.7) ein N € IN existiert, so dass

fir alle n > N erfiillt ist.

Proposition (3.8)

Ist (X,.7) ein hausdorffscher topologischer Raum, dann besitzt
jede Folge in X hochstens einen Grenzwert.




Abgeschlossener Mengen und Grenzwerte

Satz (3.9)
Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X.

(i) Ist A abgeschlossen und (x{"),ciy eine Folge in A, die in X
einen Grenzwert x besitzt, dann gilt x € A.

(i) Ist die Topologie .7 durch eine Metrik d definiert, dann gilt
auch die Umkehrung: Liegt der Grenzwert jeder in A
enthaltenen, in X konvergenten Folge in A, dann ist A eine
abgeschlossene Teilmenge von X.
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Inneres, Abschluss und Rand

Definition (3.10)
Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Man nennt x einen inneren Punkt von A, wenn x eine
Umgebung U mit U C A besitzt. Die Menge der inneren
Punkte von A wird mit A° bezeichnet und das Innere von A
genannt.

(i) Ein Punkt x € X liegt im Abschluss A von A, wenn fiir jede
Umgebung U von x der Durchschnitt AN U nicht leer ist.

(iii) Die Menge A = A\ A° wird der Rand von A genannt.




Charakterisierung von Innerem, Abschluss und Rand

Proposition (3.11)
Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Die Menge A° ist die offene Teilmenge von X, die in A
enthalten ist. Ist also U C A offen in X, dann gilt U C A°.
(i) Die Menge A ist die abgeschlossene Teilmenge von X,

die A enthalt. Ist also Z C X eine beliebige abgeschlossene
Teilmenge mit Z D A, dann folgt A C Z.

(iii) Ein Punkt x € X gehort genau dann zum Rand 0A, wenn jede
Umgebung U von x jeweils mindestens einen Punkt von A
und einen Punkt des Komplements X \ A enthilt.




Definition der Stetigkeit auf topologischen Raumen

Definition (3.12)
Seien (X,.7) und (Y, %) topologische Raume, f : X — Y eine
Abbildung, und sei a € X.

e Wir bezeichnen f als stetig im Punkt a, wenn fiir jede
Umgebung V von f(a) in (Y, %) eine Umgebung U von a in
(X, 7) mit f(U) C V existiert.

e Die Funktion f wird ingesamt als stetig bezeichnet, wenn sie
in Punkt von X stetig ist.
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Charakterisierung der stetigen Funktionen

Proposition (3.13)
Seien (X,.7) und (Y, %) topologische Raume. Fiir eine
Abbildung f : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) Die Abbildung f ist stetig.
(ii) Fir jede Teilmenge V in (Y, %) ist f1(V) offen.
(iii) Fir jede Teilmenge A in (Y, %) ist f1(A)
abgeschlossen.
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