Definition der Stetigkeit

Definition (2.1)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f: X — Y wird stetig in einem Punkt a € X beziiglich der
Metriken dx und dy genannt, wenn fiir jede Folge (x("),c die
Implikation

lim xX(M =a in (X,dx) = lim f(x")=f(a) in (Y,dy)

n—o0 n—o0

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x € X stetig ist.

v




Kriterium fiir die Stetigkeit linearer Abbildungen

Eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen normierten
RR-Vektorraumen ist genau dann stetig, wenn eine Konstante
v € RT mit ||[¢(v)| < v|v| fiir alle v € V existiert.




Beispiel fiir ein unstetige lineare Abbildung

Proposition (2.16)

Sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen auf dem Intervall
[0, 1], ausgestattet mit der Supremumsnorm

Ifllo = sup{ [F(X)[ ] x € [0,1]}.

Dann ist die Ableitungsabbildung ¢; : V — V/, f — f’ unstetig.




Definition der Operatornorm

Satz (2.17)
Fiir jedes ¢ € Z(V, W) existiert das Supremum

loll = sup{ llo(V)I[ | ve VvV, [lvl <1}

Durch die Zuordnung Z(V, W) — R4, ¢ — ||¢] ist auf dem
R-Vektorraum .Z(V, W) eine Norm definiert, die sogenannte
Operatornorm.




Ny S (G0, ()10 k-
§>\\ \ wike - \eDkpor \ohvm Q;Qwéj«m\gr
& RN de B etz di glehia Gosire,
(I +\§\ Ml ducspn (== [Hom g (v ) = B - Veehperain
W\'\‘ u%r OW W )
A S (NS L LTI Y

N\ (= At besdhoinlle. Takverd ton R il sk IpheR. B
L wmen WO ERy Wue Vinh fvis\ soges ]

O < "
| D & o gl ok S 25

R e SRR | |

|




X< !\2* \,\M)\ \\ (lp(\sm =" Iu'\[“ \Yl[ (YAS \/

S Ve Vo s S A Drow %’L’g’
VLIl = 5 bl =y od@o &y 2wt feere

o

\/ufu\m,\tg s \K” NG '\ LJ(\D \ \t < /‘ é:g!»il’i.\
{

P
W |




Buwes we She 213

Cq@«_; R‘\/&\@\—aﬁl\&km \I % \/\I \S{-Q'\"Lﬂ"

| LW W) = IR\ s dor bctacn %?sti‘\/-“w
Bl Dusdh L I = 5mp fIGWN [ve i<t |

| Hde 20w) e Nosw ad £U0W) Lhined
7“\‘% Swem § W € LAGW) wd De R 3—»\»&&5?&% :
0 1l 0 = & = Oy (o duel v Oy )

@) W N = s U

W Mparls Ve lx vl




@ / \ |
W) “ =) :{)fUA/»J;\Qo"\fMl‘am()\ '

S | Lo HwY QO N de \(viis 4\ Dies b bloy | W&y

\

A Og gy @ b \lwl\s\‘( = oyl [er T = 4D
Jos - %l/\'\ \\\D&\(\ \Jq\/ E\l‘\\ \ = O

= 0 @ de< Shvald ezl '\\é?(“\) h j\e ‘( \‘\\J\\\ ‘ I

|
= M\d‘;(w) \\(a \{ Il <\ \1 (\T} = VV&\/ woy [l s
VY\VQ \ 1‘\\@\\ ﬁ >wu\v» (L(v) \,\y . DMM \H ?\ \u\t\/ ‘W(k)\

e \( o Q QOly e ’f\qﬂ \vw\ ‘CQ’%{//\ wk AU r
S e, LTl v =y == Bl =l b \W&Q

; 1 g\
2 A,QQ \(_J:U\/ Wm%u ‘m\/\\»—'\ - k
\/37 lv\l\\ O\,\‘ =

N

= i) = & (e ‘A\{ A = [\l b uw\

0| nd em{b)m}: 0



5o NI eV, Ivlis g L=t 1)

‘MW%&-.&A;R@@MM%K }08
| biriera Tl dusen gl 0 (1A)]
= ae (A Wede duos acd dis Togr/

Al A= A e\ s 4] am |

B gl sap AIOGIHON e\, Ivlis =/
x" sw{\w\c\wn \\/&\(‘.‘ u\,uf\} - / ‘
a@ A Lve v (k=T = Ko




%(m. ,li) = Plswplh) =PI
2 i) Nﬂr})\M Ll |\¢+’\Hl ads &vawwa
I Vargs. B= L@+ %)) 1 vell, ilvi\S\E'

ot e o gen duss KpRA 11 e
At Shoanes & B & . Ser abbo (e B

wrdast 2 xa s Ss Iph+ Nl
| LR = Tuey wh M wd 6= Vb)) |
| VOO | =0+ ) | < lil) 1110 |
< \BY + vy

radh DY o LY
W N\ |




Beispiel fiir eine Operatornorm

Proposition (2.18)

Seien V =R", W = R" jeweils mit der Supremums-Norm || - ||
ausgestattet und A € #mxn R eine Matrix. Dann ist die
Operatornorm von ¢4 : V. — W, v — Av gegeben durch

1<i<m

n
loall = maxq D layl
j=1

Man bezeichnet diese Norm auch als Zeilensummennorm.
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Stetigkeit im endlich-dimensionalen Fall

Folgerung (2.19)

Jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen in einen
normierten R-Vektorraum beliebiger Dimension ist stetig. Jeder
Isomorphismus zwischen R-Vektorraumen derselben endlichen
Dimension ist ein Homdomorphismus.




Ein weiteres Stetigkeitskriterium

Sei X ein metrischer Raum, und seien V, W zwei
endlich-dimensionale, normierte IR-Vektorraume. Eine Abbildung
p: X = ZL(V,W) ist genau dann stetig, wenn die Zuordnung
oy X = W, x— o(x)(v) fir Vektor v € V stetig ist.




Offene und abgeschl. Teilmengen eines metrischen Raums

Definition (3.1)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge U C X wird offen genannt, wenn fiir jedes
x € U ein ¢ € RT existiert, so dass B-(x) C U gilt.

(i) Man bezeichnet eine Teilmenge A C X als abgeschlossen,
wenn das Komplement X \ A von A in X offen ist.
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