Definition der Winkelfunktionen

Definition (14.10)

Sei (V.|| - |) ein normierter R-Vektorraum mit einer
Orthogonalitat L und V* = V' \ {0y }. Eine Winkelfunktion
beziiglich (V/,]| - ||, L) ist eine Abbildung £ : V* x V* — [0, ],
die fiir alle v, w € V* folgende Bedingungen erfiillt.

(i) £(v,v) =0und £(v,w) = Z(w,V)
(it) Z(v,w) = Z(v,\w) fiir alle A € R
(i) Z(v,w) +ZL(w,—v) =7

) A
)

(iv) Aus v L w folgt Z(v,w) = L.

(v) Aus v L (w — v) folgt cos Z(v,w) = | :




Die Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Satz (14.16)

Sei (V, b) ein euklidischer R-Vektorraum, und sei || - ||[p : V — R+
die Funktion definiert durch ||v||, = /b(v, v) fir v € V. Dann gilt
fur alle v,w € V

(i) die sog. Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

|b(v, w)| < [Iv]isllwlls,

(ii) die Dreiecksungleichung ||v + w||p < ||v][p + ||w/||p-
Dabei ist die Ungleichung (i) genau dann mit Gleichheit erfiillt,
wenn v, w linear abhéngig sind. Dariiber hinaus ist durch || - || eine
Norm auf V' definiert. Man nennt sie die von b induzierte Norm.




Winkel in euklidischen Vektorraumen

Satz (14.18)

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum. Dann ist auf dem
normierten R-Vektorraum (V.|| - ||p) durch

vipw & b(v,w)=0

eine Orthogonalitat definiert, und die eindeutig bestimmte
Funktion Zp : V* x V* — [0, 7] mit

cos Zp(v,w) = _blv,w) fir alle v,we V>
Iviloliwll

ist eine Winkelfunktion beziiglich (V, || - ||, Ls)-
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Definition der p-Normen auf dem R”

Satz (1.1)
Auf dem RR-Vektorraum V = R" ist fiir jedes p € R, p > 1 durch

||X||P = </ 27:1 |Xi’p 9 X = (X17 ---7Xn) S V

eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm
erhalt man durch

Ixlloo = max{|xil,...,|xa|} , die Supremumsnorm.
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Lemma zur Holdersche Ungleichung

Seien p,g € R, p,g > 1 mit%—i—%:l und x,y € R4+. Dann gilt

xpyla < Xy

Y
- p q

Beweisskizze
e Reduziere die Aussage zunacht auf die x > y > 0.
e Setzt man £ = }5/ und n =& — 1, dann ist die Ungleichung
squivalent zu (n +1)Y/P —1 < %77.
e Diese Ungleichung wiederum erhilt man durch Anwendung

des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf die Funktion
#(t) = (t +1)¥/P und das Intervall [0, 7).



Beweis des Lemmas (Forts.)

Beweisskizze (Forts.)

e Demnach existiert ein ty € ]0,n[ mit ¢'(to) = ¢(n) — ¢(0).

e Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt mit

(n+1)"P -1 iiberein.

o Fiir die linke Seite gilt ¢/(to) =1+ L(to + 1)1/P~1 < 1y,



Die Holdersche Ungleichung

Proposition (1.3)

Seien x,y € R", x = (x4, ..., xn) und y = (y1, ..., ¥n), und seien
p,q € R mit p,g > 1 und % + % = 1 vorgegeben. Dann gilt

n
Yo bil-lvil < Ixllpllylla:
i=1

Die Holdersche Ungleichung fiir p = g = 2 ist genau die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Beweisskizze
e Anwendung des Lemmas auf die Zahlen

|xiP
lIxI15

lyil9

und
lyld

liefert fiir 1 < i < n jeweils
I 7 . O 71
Ixllp Iylle = plxlle  alyld
I




Beweis der Holderschen Ungleichung (Forts.)

Beweisskizze (Forts.)

e AuBerdem gilt Z 1xi|P = ||x||, und Z 1|7 = |x]lq-

i=1

e Insgesamt kann die Summe Z H’Xi!| H‘yh
durch 1 abgeschatzt werden. =1 pllYlla

e Die Holdersche Ungleichung erhdlt man nun durch
Multiplikation mit |x||||y|lq-



Herleitung der Dreiecksungleichung fiir || - ||,

Beweisskizze
e Seien x,y € R" mit x + y # Opn.
e Sei g € RT die Zahl mit%—i—%:l.

e Setze z; = (x; + y;)P~L. Die Holdersche Ungleichung liefert

n

Ix+yle = S+l <
i=1

n n
D Wil +yilPTh D il +yilP T =
i=1 i=1

n n
Yo xillzl Y lillzl < Ixlllizllg + lIyllplizlg-
i=1 i=1



Herleitung der Dreiecksungleichung fiir || - ||, (Forts.)

Beweisskizze

e Setzt man die Definition von ||z||4 ein, dann ergibt eine kurze
Rechnung, dass die rechte Seite mit

Ixllp - llx + v 5= +llyllp - I+ ylI5™"  iibereinstimmt.

e Division der Ungleichung durch ||x + y|5™" liefert das
gewiinschte Ergebnis.



Die Maximumsnorm als Grenzwert der p-Normen

Proposition (1.4)

Fiir alle x € R" gilt lim ||x]|p = ||X||oo-
pP—00
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Definition der Aquivalenz von Normen

Definition (1.5)
Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem R-Vektorraum V' werden

als dquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten v1,7v2 > 0 mit
der Eigenschaft

nixll < IxlP < llx||  fiir alle x € V existieren.

Durch die Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller Normen auf V' definiert.



Geometrische Interpretation der Aquivalenz

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum.
Sei auBerden a € V und r € R™.

e Definition des offenen Balls vom Radius r um a
BH.||7,(3) = {X eV ’ HX — aH < r}
e Definition des abgeschlossenen Balls vom Radius r um a

él\-ll,r(a) = {xeV]|x—a|<r}

Proposition (1.6)

Sei § € R*. Dann ist die Ungleichung ||x||" < d]|x]| fiir alle x € V
gleichbedeutend mit By .(a) € By 5,(a) fir a€ V und r € RY.
Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die abgeschlossenen
Bille.
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