
Definition der Determinante

Definition (12.15)

Sei A = (aij)n∈N ∈Mn,K . Dann nennen wir

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)...anσ(n)

die Determinante der Matrix A.

Man bezeichnet die Summe rechts als Leibniz-Formel für die
Determinante. Ein wichtiger Spezial ist die Sarrus-Regel für n = 3.
Zu beachten: Das Analogon zur Sarrus-Regel für n = 4 bestehend
aus acht Summanden ist falsch.



Rechenregeln für Determinanten

Satz (12.18)

Man bezeichnet eine Matrix A = (aij) ∈Mn,K als obere
Dreiecksmatrix, wenn aij = 0 für alle i , j ∈ {1, ..., n} mit i > j
erfüllt ist. Für jede Matrix dieser Form gilt

det(A) = a11 · a22 · ... · ann.

Satz (12.19)

Für alle A ∈Mn,K gilt det(A) = det(tA).

Lemma (12.20)

Ist T ,A ∈Mn,K und T eine Elementarmatrix, dann gilt

det(TA) = det(T ) det(A).



Charakterisierung invertierbarer Matrizen

Satz (12.21)

Für eine Matrix A ∈Mn,K sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) A ∈ GLn(K ) (d.h. die Matrix A ist invertierbar)

(ii) rg(A) = n

(iii) det(A) 6= 0









Multiplikationssatz für Determinanten

Satz (12.22)

Seien A,B ∈Mn,K . Dann gilt det(AB) = det(A) det(B).









Die Determinante von Blockmatrizen

Satz (12.23)

Sei M ∈Mn,K eine Blockmatrix der Form

M =

(
A B
0 C

)
mit A ∈Mr ,K , B ∈Mr×(n−r),K und C ∈Mn−r ,K . Dann gilt
det(M) = det(A) det(C ).









Notation zum Laplace’schen Entwicklungssatz I

Sei A = (aij) ∈Mn,K . Für beliebige i , j ∈ {1, ..., n} sei dann
A′ij = (a′k`) die Matrix in Mn,K mit den Einträgen

a′k` =


ak` für k 6= i , ` 6= j

0 für k = i , ` 6= j

0 für k 6= i , ` = j

1 für k = i , ` = j

Die Matrix A′ij hat also die Form

A′ij =



a1,1 · · · a1,j−1 0 a1,j+1 · · · a1,n
...

... 0
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 0 ai−1,j+1 · · · ai−1,n

0 0 0 1 0 0 0
ai+1,1 · · · ai+1,j−1 0 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
... 0

...
...

an,1 · · · an,j−1 0 an,j+1 · · · an,n





Notation zum Laplace’schen Entwicklungssatz II

Mit Aij ∈Mn−1,K bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch
Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalten zu Stande kommt, also

Aij =



a1,1 · · · a1,j−1 a1,j+1 · · · a1,n
...

...
...

...
ai−1,1 · · · ai−1,j−1 ai−1,j+1 · · · ai−1,n
ai+1,1 · · · ai+1,j−1 ai+1,j+1 · · · ai+1,n

...
...

...
...

an,1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · an,n





Definition der komplementären Matrix

Definition (12.25)

Sei A ∈Mn,K . Die Matrix Ã ∈Mn,K mit den Einträgen

ãij = det(A′ji ) = (−1)i+j det(Aji )

wird die zu A komplementäre oder adjunkte Matrix genannt.







Zwei Hilfsaussagen zum Beweis des Laplace’schen
Entwicklungssatzes

Lemma (12.24)

Es gilt det(A′ij) = (−1)i+j det(Aij).

Lemma (12.26)

Sei A ∈Mn,K . Dann gilt für 1 ≤ i , j ≤ n jeweils

det(A′ij) = det(a1•, ..., ai−1•, ej , ai+1•, ..., an•)



Bedeutung der komplementären Matrix

Proposition (12.27)

Sei Ã die zu A ∈Mn,K komplementäre Matrix. Dann gilt

ÃA = AÃ = det(A)E (n).







Der Laplace’sche Entwicklungssatz

Satz (12.28)

Sei A ∈Mn,K .

(i) Für alle i ∈ {1, ..., n} gilt det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaij detAij .

(ii) Für alle j ∈ {1, ..., n} gilt det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij detAij .

Wird die Determinante von A mittels (i) berechnet, spricht man
von einer Entwicklung zur i-ten Zeile. Die Berechnung mittels (ii)
bezeichnet man als Entwicklung zur j-ten Spalte.




