Definition der Determinante

Definition (12.15)

Sei A = (ajj)neN € Ay k. Dann nennen wir

det(A) = ngn 0)a10(1)-+3no(n)

og€S,

die Determinante der Matrix A.

Man bezeichnet die Summe rechts als Leibniz-Formel fiir die
Determinante. Ein wichtiger Spezial ist die Sarrus-Regel fiir n = 3.
Zu beachten: Das Analogon zur Sarrus-Regel fiir n = 4 bestehend
aus acht Summanden ist falsch.



Rechenregeln fiir Determinanten

Man bezeichnet eine Matrix A = (ajj) € 4, i als obere
Dreiecksmatrix, wenn a; = 0 fiir alle /,j € {1,...,n} mit i > j
erfiillt ist. Fiir jede Matrix dieser Form gilt

det(A) = a11-a22 ... ann-

Fiir alle A € ., k gilt det(A) = det(*A).

Ist T,A€ 4Kk und T eine , dann gilt

det(TA) det(T) det(A).



Charakterisierung invertierbarer Matrizen

Fiir eine Matrix A € .#),, k sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) A€ GLu(K) (d.h. die Matrix A ist )

(i) rg(A) =n

(i) det(A) #0
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Multiplikationssatz fiir Determinanten

Seien A, B € 4, k. Dann gilt det(AB) = det(A) det(B).
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Die Determinante von Blockmatrizen

Satz (12.23)
Sei M € ., k eine Blockmatrix der Form

A B
- (5o)
mit A€ M, k, BE€ Myyn—r)k und C € My, k. Dann gilt
det(M) = det(A) det(C).
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Notation zum Laplace’'schen Entwicklungssatz |

Sei A = (ajj) € Mp k. Fiir beliebige i,j € {1, ..., n} sei dann
Al = () die Matrix in .#), k mit den Eintrdgen

dke fijrk;éi,ﬂ#j

, 0 firk=il#]
ke = . . .
firk#£i 0=
firk=il=j

Die Matrix Aj-j hat also die Form

a1 o arj-1 0 aijy1r - an
. 0 .
ai—11 0 di—1j-1 0 ai—1j41 -+ ai—1n
Ai-j = 0 0 0 1 0 0 0
aiy11 - diy1j-1 0 ajpijy1 o a@igin
. . 0 . .
an1 tee anj—1 0 anj+1 co dn,n



Notation zum Laplace’'schen Entwicklungssatz Il

Mit Aj; € M ,_1, Kk bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch
Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalten zu Stande kommt, also

L= T A a1j—1 arj+1 ai,n
Ai = aj-11 - di—-1j-1 @&i—-14+1 - 4di—1n
; =
Y 411 v Aiglj-1 Ailj+l o0 ditln
an,1 T anj—1 dnj+1 T an,n



Definition der komplementaren Matrix

Definition (12.25)

Sei A € M, k. Die Matrix Ae AMpn Kk mit den Eintragen
G o= delA) = (-1 det(A)

wird die zu A komplementére oder adjunkte Matrix genannt.
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Zwei Hilfsaussagen zum Beweis des Laplace’schen
Entwicklungssatzes

Es gilt det(A};) = (—1)7* det(Aj).

Sei A € M, k. Dann gilt fiir 1 <i,j < n jeweils

det(A;) = det(ate, ., 3i 10, €}, it 10, ane)




Bedeutung der komplementaren Matrix

Proposition (12.27)

Sei Adiezu A€ Mk komplementdre Matrix. Dann gilt

AA = AA = det(A)EW.
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Der Laplace’'sche Entwicklungssatz

Satz (12.28)
Sei A € %n,K-

n
(i) Firalle i € {1,...,n} gilt det(A) =Y (1) a; det Ay.
j=1
n
(ii) Fir alle j € {1,...,n} gilt det(A) = (1) ajdet Aj.
i=1
Wird die Determinante von A mittels (i) berechnet, spricht man
von einer . Die Berechnung mittels (ii)
bezeichnet man als Entwicklung zur j-ten Spalte.
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