Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen

Satz (11.2)

Sei n € INg, V ein endlich erzeugter und W ein beliebiger
K-Vektorraum. AuBerdem sei (v1, ..., v,) ein Tupel von Vektoren
aus V und (wi, ..., w,) ein Tupel von Vektoren aus W.

(i) Ist (vi, ..., vn) linear unabhangig, dann existiert eine lineare
Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v;) = w; fiir 1 <j < n.

(i) Gilt V = (wv1,..., vn)k, dann existiert eine lineare
Abbildung ¢ : V. — W mit ¢(v;) = w; fiir 1 <j < n.
(iii) Ist (v, ..., vp) eine von V/, dann gibt es

lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft.




Definition der Koordinatenabbildungen

Folgerung (11.3)

Sei n € INp, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und

B = (v1, ..., vp) eine geordnete Basis von V. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

gy Vs K"

mit ®5(v;) = ¢ fiir 1 <j < n (wobei ¢; jeweils den j-ten

Einheitsvektor bezeichnet). Wir nennen sie die Koordinatenabbil-

dung zur geordneten Basis %. Es handelt sich dabei um einen
von K-Vektorraumen.

Vorgehensweise zur Berechung von ®4(v) fiir ein v € V:
Stelle v als Linearkombination v = Zle Ajv; dar.
Dann ist ®5(v) = (A1, ..., An).
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Eindeutigkeit der Vektorraume bis auf Isomorphie

Folgerung (11.4)

Zwischen zwei beliebigen K-Vektorrdumen derselben endlichen
Dimension existiert ein [somorphismus.

Fiir jedes n € INg und jeden Korper K ist also der K" bis auf
Isomorphie der n-dimensionale K-Vektoraum.
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Die lineare Abbildung %/ (A) zu einer Matrix

Definition (11.5)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und

A = (V1yeyVn), B =(W1,..., W) von V bzw.
W. Ferner sei A = (aj;) eine Matrix aus #pmxnk, mit n = dim V
und m = dim W. Dann gibt es nach Satz 11.2 eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

¢:V—W mit G(v)=> ayw fir 1<j<n

Wir bezeichnen diese Abbildung ¢ mit gg(A) und nennen sie die
lineare Abbildung zur Matrix A beziiglich der Basen </ und 4.
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Die Darstellungsmatrix .2 (¢) einer linearen Abbildung

Definition (11.6)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume und

A = (V1,..y Vn), B = (w1,..., W) geordnete Basen von V bzw.
W.Sei ¢:V — W eine . Fiir jedes j € {1,...,n}
stellen wir ¢(v;) als Linearkombination von £ dar; es gilt

mit Koeffizienten a;; € K. Wir nennen
A = (ajj) € Mmxnk die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der
Basen &7, % und bezeichnen sie mit .72 (¢).
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Wirkung der Darstellungsmatrix auf Koordinatenvektoren

Seien die Bezeichungen wie in der Definition gewahlt. Dann gilt

®(p(v) = A(P)P,(v) firalle veV.
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