
Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare Abbildungen

Satz (11.2)

Sei n ∈ N0, V ein endlich erzeugter und W ein beliebiger
K -Vektorraum. Außerdem sei (v1, ..., vn) ein Tupel von Vektoren
aus V und (w1, ...,wn) ein Tupel von Vektoren aus W .

(i) Ist (v1, ..., vn) linear unabhängig, dann existiert eine lineare
Abbildung φ : V →W mit φ(vj) = wj für 1 ≤ j ≤ n.

(ii) Gilt V = 〈v1, ..., vn〉K , dann existiert höchstens eine lineare
Abbildung φ : V →W mit φ(vj) = wj für 1 ≤ j ≤ n.

(iii) Ist (v1, ..., vn) eine geordnete Basis von V , dann gibt es genau
eine lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft.



Definition der Koordinatenabbildungen

Folgerung (11.3)

Sei n ∈ N0, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum und
B = (v1, ..., vn) eine geordnete Basis von V . Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung

ΦB : V → Kn

mit ΦB(vj) = ej für 1 ≤ j ≤ n (wobei ej jeweils den j-ten
Einheitsvektor bezeichnet). Wir nennen sie die Koordinatenabbil-
dung zur geordneten Basis B. Es handelt sich dabei um einen
Isomorphismus von K -Vektorräumen.

Vorgehensweise zur Berechung von ΦB(v) für ein v ∈ V :

Stelle v als Linearkombination v =
∑n

j=1 λjvj dar.
Dann ist ΦB(v) = (λ1, ..., λn).







Eindeutigkeit der Vektorräume bis auf Isomorphie

Folgerung (11.4)

Zwischen zwei beliebigen K -Vektorräumen derselben endlichen
Dimension existiert ein Isomorphismus.

Für jedes n ∈ N0 und jeden Körper K ist also der Kn bis auf
Isomorphie der einzige n-dimensionale K -Vektoraum.





Die lineare Abbildung L A
B (A) zu einer Matrix

Definition (11.5)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume und
A = (v1, ..., vn), B = (w1, ...,wm) geordnete Basen von V bzw.
W . Ferner sei A = (aij) eine Matrix aus Mm×n,K , mit n = dimV
und m = dimW . Dann gibt es nach Satz 11.2 eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung

φ : V −→W mit φ(vj) =
m∑
i=1

aijwi für 1 ≤ j ≤ n.

Wir bezeichnen diese Abbildung φ mit L A
B (A) und nennen sie die

lineare Abbildung zur Matrix A bezüglich der Basen A und B.











Die Darstellungsmatrix M A
B (φ) einer linearen Abbildung

Definition (11.6)

Seien V ,W endlich-dimensionale K -Vektorräume und
A = (v1, ..., vn), B = (w1, ...,wm) geordnete Basen von V bzw.
W . Sei φ : V →W eine lineare Abbildung. Für jedes j ∈ {1, ..., n}
stellen wir φ(vj) als Linearkombination von B dar; es gilt

φ(vj) =
m∑
i=1

aijwi 1 ≤ j ≤ n

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten aij ∈ K . Wir nennen
A = (aij) ∈Mm×n,K die Darstellungsmatrix von φ bezüglich der
Basen A ,B und bezeichnen sie mit M A

B (φ).









Wirkung der Darstellungsmatrix auf Koordinatenvektoren

Satz (11.7)

Seien die Bezeichungen wie in der Definition gewählt. Dann gilt

ΦB(φ(v)) = M A
B (φ)ΦA (v) für alle v ∈ V .












