Gleichmachtigkeit von Basen

Satz (9.6)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.
(i) In V existiert eine endliche Basis B.
(ii) Fir jede Basis B’ von V gilt |B’| = |B], insbesondere ist jede
Basis endlich.

(iii) Ist S C V linear unabhiangig und ein
Erzeugendensystem von V/, dann gibt es eine Basis B’ mit
SCB CE.




Basiserganzungs- und Basisauswahlsatz

Folgerung (9.7)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(i) (Basiserganzungssatz)
Jede linear unabhangige Teilmenge S C V kann zu einer Basis
von V ergdnzt werden.

(ii) (Basisauswahlsatz)

Aus jedem Erzeugendensystem E von V kann man eine Basis
von V auswihlen.

e Teil (i) folgt durch Anwendung von Satz 9.6 (iii) auf E = V
e Teil (ii) folgt durch Anwendung von Satz 9.6 (iii) auf S = @



Definition der Dimension

Definition (9.8)
Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Dimension von V definiert
durch

: _ |B| falls B eine endliche Basis von V ist,
dimk V =dimV = _ _ _
oo falls V nicht endlich erzeugt ist.




Beispiele fiir die Dimension von Vektorraumen

(i) dimk K" = n fiir jeden Kérper K und jedes n € IN
(ii) dimg A mxn,k = mn fiir jeden Kérper K und alle m,n € IN

(iii) dimg K =1 fiir jeden Korper K

(v) dimg C" = 2n fiir alle n € N

(vi

(vii) dimk K[x] = oo fiir jeden Koérper K

)
)
)

(iv) dimg € =2
)
) dimk {0y} = 0 fiir jeden Korper K
)



Weitere hinreichende Kriterien fiir Basen

Folgerung (9.9)
Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und n = dim V.
(i) Fir jede linear unabhingige Teilmenge S C V gilt |S| < n mit
Gleichheit genau dann, wenn S eine Basis von V ist.

(ii) Fiir jedes Erzeugendensystem E von V gilt |E| > n mit
Gleichheit genau dann, wenn E eine Basis von V ist.
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Die Dimension der Untervektorraume

Folgerung (9.10)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, n = dim V und U ein
Untervektorraum von V. Dann gilt dim U < n mit Gleichheit genau
dann, wenn U = V gilt.




Praktische Umsetzung des Basisauswahlsatzes

Satz (9.11)

e Seien m,n € IN.

e Sei S ={wv1,..., vp} eine n-elementige Teilmenge von K.

o Sei A€ Mmxnk die Matrix, deren Spalten genau die
Vektoren v, ..., v, sind.

e Sei A’ die Matrix in normierter ZSF, die man durch
Anwendung des GauB-Verfahrens auf A erhalt.

e Seien r,ji, ..., jr die Kennzahlen der ZSF.

Dann ist {v;,...,v; } eine von (S)k.
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Praktische Umsetzung des Basiserganzungssatzes

e Seien m,n € IN.

e Sei S ={wv1,..., vy} eine n-elementige linear unabhangige
Teilmenge von K™. Dann ist n < m. Das Ziel besteht darin, S
zu einer Basis des K™ zu ergdnzen.

e Durch E ={wv1,...,Vn, €1, ..., €m} ist ein Erzeugendensystem
von K™ als K-Vektorraum gegeben, da bereits die
Einheitsvektoren e; ein Erzeugendensystem bilden.

e Wendet man das Verfahren aus Satz 9.11 auf die Matrix
A € My (nt+-m),k Mit den Vektoren aus E als Spalten an (in
der angegebenen Reihenfolge), so erhilt man eine Basis B des
K™ mit BD S.
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Definition der Summe zweier Untervektorraume

Proposition (10.1)

Sei V ein K-Vektorraum, und seien U, U’ Untervektorraume von
V. Dann sind auch die Mengen

untv' und U+U ={u+d|ueUdel}

Untervektorridume von V. Man bezeichnet U + U’ als die Summe
von U und U'. |




Beliebige endliche Summen von Untervektorraumen

Auch aus mehr als zwei Untervektorraumen kann eine Summe
gebildet werden. Sei V ein K-Vektorraum, und sei Uy, Us, Us, ...
eine beliebige Anzahl von Untervektorraumen von V. Man definiert

1 r+1 r
Z U= U und Z Uy = ( Uk>+Ur+1 fir r>1.
k=1 k=1 k=1
Es gilt dann
ZUk = {Zuk ukGkaUrlgkgr}.
k=1 k=1




Definition der direkten Summe von Untervektorraumen

Definition (10.2)

Ein K-Vektorraum V wird direkte Summe der Untervektorraume
U, U’ C V genannt, wenn die Bedingungen

V=U+U und UNU ={0y}  erfiillt sind.

Die direkte Summe zweier Untervektorraume U, U’ wird mit
U @ U’ bezeichnet.
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Aquivalente Charakterisierung der direkten Summen

Lemma (10.3)

Sei V ein K-Vektorraum mit Untervektorrdumen U, U’ C V. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
iy v=Ua Ul
(ii) Fir jedes v € V gibt es eindeutig bestimmte Vektoren u € U
und v’ € U mit v=u+u.
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Rekursive Definition mehrfacher direkter Summen

Sei V ein K-Vektorraum, und seien Uy, Uy, Us, ...
Untervektorraume von V. Dann setzt man

1 r+1 r
Pu=t: ud Pu= ( Uk>@u,+1 fiir r>1.
k=1 k=1 k=1

Damit die direkte Summe @2111 Uy gebildet werden kann, diirfen
sich @)_; Uk und U1 jeweils nur in {0y} schneiden.



Charakterisierung mehrfacher direkter Summen

Satz (10.4)

Sei V ein Vektorraum, r € IN, und seien Uy, ..., U,
Untervektorrdaume von V. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

r
(i) Es gilt V =P Uk
k=1
(i) Jeder Vektor v € V kann auf eindeutige Weise als Summe
v = >} _; Uk dargestellt werden, mit uy € Uy fir 1 < k <r.

(i) Fir 1<k <rgilt V=> Uund U [ > U | ={0v}.
j=1 J#k




