
Wiederholung einiger Grundbegriffe

Definition

Eine abelsche Gruppe ist ein Paar (A, + ) bestehend aus einer
Menge A und einer assoziativen und kommutativen Verknüpfung +
mit den folgenden beiden Eigenschaften.

• Es gibt ein Element 0A, so dass 0A + a = a und a + 0A = a
für alle a ∈ A erfüllt ist.

• Für jedes a ∈ A existiert ein Element −a ∈ A, so dass
a + (−a) = 0A und (−a) + a = 0A erfüllt ist.



Wiederholung einiger Grundbegriffe (Forts.)

Definition

Ein Ring ist ein Tripel (R,+, · ) bestehend aus einer Menge R und
zwei Verknüpfungen + und · auf R mit folgenden Eigenschaften.

(i) Das Paar (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Das Paar (R, · ) ist ein abelsches Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac für alle
a, b, c ∈ R.

Wenn die Menge R× der invertierbaren Elemente des Monoids
(R, · ) mit R \ {0R} übereinstimmt, dann bezeichnet man den Ring
auch als Körper.



Wiederholung einiger Grundbegriffe (Forts.)

Definition (6.1)

Sei K ein Körper. Ein K -Vektorraum ist ein Tripel (V ,+, ·)
bestehend aus einer nichtleeren Menge V und Abbildungen
+ : V × V → V und · : K × V → V genannt Vektoraddition und
skalare Multplikation, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) Das Paar (V ,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Für alle v ,w ∈ V und λ, µ ∈ K gelten die Rechenregeln

(a) (λ+ µ) · v = (λ · v) + (µ · v)
(b) λ · (v + w) = (λ · v) + (λ · w)
(c) (λµ) · v = λ · (µ · v)
(d) 1K · v = v

Die Elemente der Menge V werden Vektoren genannt.



Wiederholung einiger Grundbegriffe (Forts.)

Definition

Sei V ein K -Vektorraum. Eine Teilmenge U ⊆ V wird
Untervektorraum von V genannt, wenn folgende Bedingungen
erfüllt sind.

(i) 0V ∈ U

(ii) v + w ∈ U für alle v ,w ∈ U

(iii) λ · v ∈ U für alle λ ∈ K und v ∈ U

wichtig:

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist (U, +U , ·U ) selbst ein
Vektorraum, wobei die Abbildungen +U : U × U → U und
·U : K × U → U durch Einschränkung der Vektoraddition und der
skalaren Multiplikation von V zu Stande kommen.





Vorlesungsthemen - Teil 1 (Lineare Algebra)

• Basen von Vektorräumen, Dimensionsbegriff

• Koordinatensysteme

• Determinanten

• Eigenwerte und Eigenvektoren



Vorlesungsthemen - Teil 2 (Mehrdimensionale Analysis)

• metrische und topologische Räume

• Grenzwerte von Folgen und Funktionen, Stetigkeit

• partielle und totale Differenzierbarkeit

• mehrdimensionale Taylor-Entwicklung

• Bestimmung lokaler Extrema



Beispiel einer mehrdimensionalen unstetigen Funktion



Grenzwertverhalten mehrdimensionaler Funktionen



Beispiel einer nicht differenzierbaren Funktion



Richtungsabhängige Ableitungen im Mehrdimensionalen



Linearkombinationen eines Tupels von Vektoren

Definition (8.1)

Sei V ein K -Vektorraum, r ∈ N0 und (v1, ..., vr ) ein Tupel von
Elementen aus V . Wir bezeichnen einen Vektor w ∈ V als
Linearkombination des Tupels, wenn ein Tupel (λ1, ..., λr ) ∈ K r

existiert, so dass

w =
r∑

i=1

λivi erfüllt ist.





Definition des erzeugten Untervektorraums

Definition (8.2)

Sei V ein K -Vektorraum und S ⊆ V eine beliebige Teilmenge.
Dann bezeichnen wir mit

〈S〉K =

{
r∑

k=1

λkvk
∣∣ r ∈ N0, λ1, ..., λr ∈ K , v1, ..., vr ∈ S

}

die Menge aller Linearkombinationen von Tupeln bestehend aus
Vektoren der Menge S . Man nennt 〈S〉K den von S erzeugten oder
aufgespannten Untervektorraum.







Zur Bedeutung von 〈S〉K

Satz (8.3)

Sei V ein K -Vektorraum und S ⊆ V eine Teilmenge. Dann gilt

(i) Die Menge 〈S〉K bildet einen Untervektorraum von V mit
〈S〉K ⊇ S .

(ii) Ist U ein weiterer Untervektorraum von V mit U ⊇ S , dann
gilt U ⊇ 〈S〉K .

Es handelt sich also bei 〈S〉K um den kleinsten Untervektorraum
von V , der S als Teilmenge enthält.













Erzeugendensystem eines Untervektorraums

Definition (8.4)

Ist V ein K -Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum, dann
wird jede Teilmenge S ⊆ V mit der Eigenschaft U = 〈S〉K ein
Erzeugendensystem von U genannt.

Beispiele:

• Die Menge


1

0
0

 ,

0
1
0

 ist ein Erzeugendensystem des

Untervektorraums

U =


λµ

0

 ∣∣∣∣ λ, µ ∈ R
 des R3.



Weitere Beispiele für Erzeugendensysteme

• Nimmt man den dritten Einheitsvektor

0
0
1

 zu der Menge

aus dem letzten Beispiele hinzu, so erhält man ein
Erzeugendensystem des gesamten R-Vektorraums R3.

• Für jeden K -Vektorraum V ist sowohl ∅ als auch {0V } ein
Erzeugendensystem des Untervektorraums {0V } von V .

• Für jede Teilmenge S ⊆ V gilt 〈S〉K = S genau dann, wenn S
selbst ein Untervektorraum von V ist. (Beweis als Übung)


