
Hinreichendes Kriterium für die Auflösbarkeit

Satz (24.5)

Sei f ∈ K [x ] ein nicht-konstantes Polynom mit auflösbarer
Galoisgruppe G = Gal(f |K ). Dann ist f durch Radikale auflösbar.



”
Radikalerweiterung ⇒ auflösbare Gruppe“

Proposition (24.8)

Ist L|K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist G = Gal(L|K )
eine auflösbare Gruppe.

Satz (24.9)

Sei f ∈ K [x ] ein nicht-konstantes, durch Radikale auflösbares
Polynom. Dann ist Gal(f |K ) eine auflösbare Gruppe.



Auflösbarkeit der Polynome vom Grad ≤ 4

Satz (24.10)

Jedes Polynom über einem Körper der Charakteristik 0 vom Grad
≤ 4 ist durch Radikale auflösbar.



Erzeugendensysteme von S5

Proposition (25.1)

Jede zweielementige Menge {σ, τ} bestehend aus dem 5-Zykel
σ = (1 2 3 4 5) und einer beliebigen Transposition τ ist ein
Erzeugendensystem von S5.



Nicht-Auflösbarkeit von Polynomen fünften Grades

Satz (25.2)

Sei f ∈ Q[x ] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad 5 mit
genau drei reellen Nullstellen. Dann ist Gal(f |Q) isomorph zu S5.

Satz (25.3)

Es gibt Polynome in Q[x ] vom Grad 5, die nicht durch Radikale
auflösbar sind.





Definition reeller Radikalerweiterungen

Definition (25.4)

Sei K ein Teilkörper von R.

• Wir bezeichnen eine Radikalerweiterung L|K als reelle
Radikalerweiterung, wenn L ⊆ R gilt.

• Die Elemente einer solchen Erweiterungen werde reelle
Radikale genannt.

• Man sagt, ein Polynom f ∈ K [x ] sei durch reelle Radikale
auflösbar, wenn es über einer reellen Radikalerweiterung von
K in Linearfaktoren zerfällt.



Eine Eigenschaft reiner Gleichungen

Proposition (25.5)

Sei K ein Körper, p eine Primzahl, a ∈ K und f = xp − a ∈ K [x ].
Genau dann ist f in K [x ] irreduzibel, wenn f in K keine Nullstelle
besitzt.









Irreduzibilität reiner Polynome im Reellen

Proposition (25.6)

Sei K ein Teilkörper von R, q eine Primzahl und γ ∈ R \ K mit
γq ∈ K . Dann ist das Polynom f = xq − γq ∈ K [x ] irreduzibel,
und es gilt [K (γ) : K ] = q.







Erweiterungen nach Adjunktion reeller Wurzeln

Proposition (25.7)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p, wobei L ⊆ R ist. Sei q eine weitere Primzahl und
γ ∈ R ein Element mit γ /∈ K und γq ∈ K . Dann gilt
[L(γ) : K (γ)] = [L : K ] = p.









Galois-Erweiterungen in reellen Radikalerweiterungen

Proposition (25.8)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p mit L ⊆ R. Dann ist L in keiner reellen
Radikalerweiterung von K enthalten.







Reelle Radikalerw. nach Erweiterung des Grundkörpers

Lemma (25.9)

Sei K ein Teilkörper von R und L̃|K eine reelle Radikalerweiterung.
Ist M ein Erweiterungskörper von K mit M ⊆ R, dann ist L̃ ·M|M
ebenfalls eine reelle Radikalerweiterung.



Hauptsatz über reelle Radikalerweiterungen

Satz (25.10)

Sei K ein Teilkörper von R und f ∈ K [x ] irreduzibel mit einem
Zerfällungskörper L ⊆ R. Ist eine Nullstelle von f ein reelles
Radikal, dann ist [L : K ] eine Zweierpotenz.









Nicht-Auflösbarkeit durch reelle Radikale

Folgerung (25.11)

Ist K ein Teilkörper von R und f ∈ K [x ] ein irreduzibles Polynom
mit ausschließlich reellen Nullstellen, dessen Grad keine
Zweierpotenz ist. Dann ist keine Nullstelle von f ein reelles Radikal.


