Hinreichendes Kriterium fiir die Auflosbarkeit

Sei f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom mit auflésbarer
Galoisgruppe G = Gal(f|K). Dann ist f durch Radikale auflésbar.




» Radikalerweiterung = auflosbare Gruppe*

Proposition (24.8)

Ist L|K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist G = Gal(L|K)
eine auflosbare Gruppe.

Sei f € K[x] ein nicht-konstantes, durch Radikale auflsbares
Polynom. Dann ist Gal(f|K) eine auflésbare Gruppe.




Auflosbarkeit der Polynome vom Grad < 4

Jedes Polynom iiber einem Korper der Charakteristik 0 vom Grad
< 4 ist durch Radikale auflésbar.




Erzeugendensysteme von Ss

Proposition (25.1)

Jede zweielementige Menge {0, 7} bestehend aus dem 5-Zykel
o = (12 34 5) und einer beliebigen Transposition 7 ist ein
Erzeugendensystem von Ss.




Nicht-Auflosbarkeit von Polynomen fiinften Grades

Sei f € Q[x] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad 5 mit
genau drei reellen Nullstellen. Dann ist Gal(f|Q) isomorph zu Ss.

Es gibt Polynome in Q[x] vom Grad 5, die nicht durch Radikale
auflésbar sind.
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Definition reeller Radikalerweiterungen

Definition (25.4)
Sei K ein Teilkorper von R.

e Wir bezeichnen eine Radikalerweiterung L|K als reelle
Radikalerweiterung, wenn L C R gilt.

e Die Elemente einer solchen Erweiterungen werde reelle
Radikale genannt.

e Man sagt, ein Polynom f € K[x] sei durch reelle Radikale
auflésbar, wenn es iiber einer reellen Radikalerweiterung von
K in Linearfaktoren zerfallt.




Eine Eigenschaft reiner Gleichungen

Proposition (25.5)

Sei K ein Korper, p eine Primzahl, a € K und f = xP — a € K[x].
Genau dann ist f in K[x] irreduzibel, wenn f in K keine Nullstelle
besitzt.
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Irreduzibilitat reiner Polynome im Reellen

Proposition (25.6)

Sei K ein Teilkérper von R, g eine Primzahl und v € R\ K mit
~v9 € K. Dann ist das Polynom f = x9 — v9 € K|[x] irreduzibel,
und es gilt [K(v) : K] = g.
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Erweiterungen nach Adjunktion reeller Wurzeln

Proposition (25.7)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p, wobei L C R ist. Sei g eine weitere Primzahl und
~v € R ein Element mit v ¢ K und 79 € K. Dann gilt

[L(7): K =[L: K] = p.




Rowrcrs Pm(o 7S. 1
» p bngracde Pt
K m}oﬁ\h« <. O\ . L\K %Jozsam,\p« - P

‘, wh LS R, e R\K mk e K
B (L k] =l k] =¢

Lol ye L Bledde p= x'=y" € K]
TR’-;;(Zg L = Pix L & ermedaa(e ]
P& =0 ok < & e Cryedd \P{;@»‘jma-m Dhe= N c,QOc, o
Lol gpstak | LI konemmad = (ot
ACE R IV JQ&@NQ.MW@,\ — V€ L, oo Se




{ VO"Q“"‘Q\S\’LMZ Blmom dee
Loea Nl geatak LK usL MM\MQ\ ;7‘(&,&,‘“)&

PR mRve q- i kau\st ( do (S =0 wd { Gbes L
?«%ﬁ(ﬂ}‘”g (Syyy el chci SeR Pesdd we

“K(ACJ’\ wenn 4=72 & !G Q

vl = k@ & Bredkorps v LIk =
Pr iR = k@l e k] =

2%

g ngerady 1

— qw«%w\s\a(n % N I= 2.
2R L Dl xe RNL | yle koc L
Rop. 28 ¢ — U_(KJ Ll 9
A God b Gondorl ol

ae - (Lo UL T - (u@ < -
F L 0T e« K= L) 1 ?

Dke‘,




S

——

D
NS
S I
=
T
IR

als
| L]



Galois-Erweiterungen in reellen Radikalerweiterungen

Proposition (25.8)

Sei p eine ungerade Primzahl und L|K eine Galois-Erweiterung
vom Grad p mit L C R. Dann ist L in keiner reellen
Radikalerweiterung von K enthalten.
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Reelle Radikalerw. nach Erweiterung des Grundkérpers

Sei K ein Teilkérper von R und Z\K eine reelle Radikalerweiterung.
Ist M ein Erweiterungskorper von K mit M C R, dann ist L- M|M
ebenfalls eine reelle Radikalerweiterung.




Hauptsatz iliber reelle Radikalerweiterungen

Sei K ein Teilkérper von R und f € K|[x] irreduzibel mit einem
Zerfallungskorper L C R. Ist eine Nullstelle von f ein reelles
Radikal, dann ist [L : K] eine Zweierpotenz.
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Nicht-Auflosbarkeit durch reelle Radikale

Folgerung (25.11)

Ist K ein Teilkérper von R und f € K[x] ein irreduzibles Polynom
mit ausschlieBlich reellen Nullstellen, dessen Grad keine
Zweierpotenz ist. Dann ist keine Nullstelle von f ein reelles Radikal.




