
Definition der Radikalerweiterungen

Definition (24.3)

Eine Radikalerweiterung ist eine endliche Körpererweiterung L|K
mit folgenden Eigenschaften: Es gibt ein r ∈ N0, eine Kette von
Zwischenkörpern

K = L0 ⊆ L1 ⊆ ... ⊆ Lr = L ,

natürliche Zahlen n1, ..., nr und für 1 ≤ i ≤ r Elemente γi ∈ Li , so
dass jeweils Li = Li−1(γi ) und γnii ∈ Li−1 erfüllt ist.



Auflösbarkeit eines Polynoms durch Radikale

Definition (24.4)

Man sagt, ein nicht-konstantes Polynom f ∈ K [x ] ist durch
Radikale auflösbar, wenn eine Radikalerweiterung L|K existiert, so
dass f über L in Linearfaktoren zerfällt.



Hinreichendes Kriterium für die Auflösbarkeit

Satz (24.5)

Sei f ∈ K [x ] ein nicht-konstantes Polynom mit auflösbarer
Galoisgruppe G = Gal(f |K ). Dann ist f durch Radikale auflösbar.



Das Kompositum normaler Erweiterungen

Lemma (24.6)

Seien L1|K und L2|K zwei normale Erweiterungen desselben
Körpers K .

• Dann ist auch die Erweiterung L1 ∩ L2|K normal.

• Sind L1 und L2 in einem gemeinsamen Erweiterungskörper M
enthalten, dann ist auch L1 · L2|K eine normale Erweiterung,
wobei L1 · L2 das Kompositum von L1 und L2 in M bezeichnet.



Eigenschaften von Radikalerweiterungen

Proposition (24.7)

(i) Sei L|K eine Radikalerweiterung, K̃ ein algebraischer
Abschluss von K und σ : L→ K̃ ein K -Homomorphismus.
Dann ist auch σ(L)|K eine Radikalerweiterung.

(ii) Ein Kompositum zweier Radikalerweiterungen ist eine
Radikalerweiterung.

(iii) Ist L|K eine separable Radikalerweiterung, so gibt es einen
Erweiterungskörper M von L mit der Eigenschaft, dass M|K
eine Galois-Erweiterung und zugleich eine Radikalerweiterung
ist.



”
Radikalerweiterung ⇒ auflösbare Gruppe“

Proposition (24.8)

Ist L|K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist G = Gal(L|K )
eine auflösbare Gruppe.

Satz (24.9)

Sei f ∈ K [x ] ein nicht-konstantes, durch Radikale auflösbares
Polynom. Dann ist Gal(f |K ) eine auflösbare Gruppe.





Korrektur erste Zeile: Dann enthält L′i für 1 ≤ i ≤ r ...



Korrektur letzte Zeile: ersetze L durch G











Auflösbarkeit der Polynome vom Grad ≤ 4

Satz (24.10)

Jedes Polynom über einem Körper der Charakteristik 0 vom Grad
≤ 4 ist durch Radikale auflösbar.



Erzeugendensysteme von S5

Proposition (25.1)

Jede zweielementige Menge {σ, τ} bestehend aus dem 5-Zykel
σ = (1 2 3 4 5) und einer beliebigen Transposition τ ist ein
Erzeugendensystem von S5.







Nicht-Auflösbarkeit von Polynomen fünften Grades

Satz (25.2)

Sei f ∈ Q[x ] ein normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad 5 mit
genau drei reellen Nullstellen. Dann ist Gal(f |Q) isomorph zu S5.

Satz (24.3)

Es gibt Polynome in Q[x ] vom Grad 5, die nicht durch Radikale
auflösbar sind.






