Die Galoisgruppe eines Polynoms

Definition (22.7)

Sei K ein Korper und f € K|[x] ein nicht-konstantes Polynom,
dessen irreduzible Faktoren alle separabel sind, und sei L ein
Zerfallungskorper von f iiber K. Dann bezeichnet man Gal(L|K)
auch als die Galoisgruppe Gal(f|K) des Polynoms f.




Galoisgruppen als Untergruppe der S,

Satz (22.8)

Sei f € K[x] ein Polynom wie in Def. 22.7 und L ein Zerfallungs-

korper von f iiber K. Seien oz, ..., a, € L die verschiedenen Null-

stellen von f in L. Dann gibt es einen injektiven Homomorphismus
¢ : Gal(f|K) — S, mit

O'(ak) = Qg(o)(k) fur 1 < k <n.
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Der Frobenius-Automorphismus endlicher Kérper

Erinnerung: Sei p eine Primzahl.
@ Fiir jeden Ring R ist durch x — xP ein Endomorphismus
gegeben, der sog. Frobenius-Endomorphismus.
@ Ist K ein endlicher Kérper, dann ist dieser Endomorphismus
auf K sogar ein Automorphismus.

Definition (23.1)

Sei n € IN und ¢ der Frobenius-Automorphismus von IFg». Dann
bezeichnen wir PF n|Fq = " als den Frobenius-Automorphismus
der Kérpererweiterung IF g0 |IF 4.




Die Galoistheorie endlicher Korper

Satz (23.2)
Sei n € IN.

(i) Die Erweiterung IFgn|IF, ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Die Galois-Gruppe G = Gal(IFgn|IF4) wird vom
Frobenius-Automorphismus PF 4n|Fq der Erweiterung Fgn|IF
erzeugt.

(iii) Durch Z/nZ — G, a+ nZ — ¢? ist ein Isomorphismus von
Gruppen definiert.
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Die Galoisgruppe von Kreisteilungskorpern

Satz (23.3)
Sei n€ IN mit n > 2 und G = Gal(Q(¢)|Q).

(i) Fiir jedes a € Z mit ggT(a, n) = 1 gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element o, € G definiert durch 0,(¢,) = (2.

(ii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus ¢, : (Z/nZ)* — G
mit ¢n(a + nZ) = o, fir alle a € Z mit ggT(a, n) = 1.
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