
Die Galoisgruppe eines Polynoms

Definition (22.7)

Sei K ein Körper und f ∈ K [x ] ein nicht-konstantes Polynom,
dessen irreduzible Faktoren alle separabel sind, und sei L ein
Zerfällungskörper von f über K . Dann bezeichnet man Gal(L|K )
auch als die Galoisgruppe Gal(f |K ) des Polynoms f .



Galoisgruppen als Untergruppe der Sn

Satz (22.8)

Sei f ∈ K [x ] ein Polynom wie in Def. 22.7 und L ein Zerfällungs-
körper von f über K . Seien α1, ..., αn ∈ L die verschiedenen Null-
stellen von f in L. Dann gibt es einen injektiven Homomorphismus
φ : Gal(f |K )→ Sn mit

σ(αk) = αφ(σ)(k) für 1 ≤ k ≤ n.













Der Frobenius-Automorphismus endlicher Körper

Erinnerung: Sei p eine Primzahl.

Für jeden Ring R ist durch x 7→ xp ein Endomorphismus
gegeben, der sog. Frobenius-Endomorphismus.

Ist K ein endlicher Körper, dann ist dieser Endomorphismus
auf K sogar ein Automorphismus.

Definition (23.1)

Sei n ∈ N und ϕ der Frobenius-Automorphismus von Fqn . Dann
bezeichnen wir ϕFqn |Fq

= ϕr als den Frobenius-Automorphismus
der Körpererweiterung Fqn |Fq.



Die Galoistheorie endlicher Körper

Satz (23.2)

Sei n ∈ N.

(i) Die Erweiterung Fqn |Fq ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Die Galois-Gruppe G = Gal(Fqn |Fq) wird vom
Frobenius-Automorphismus ϕFqn |Fq

der Erweiterung Fqn |Fq

erzeugt.

(iii) Durch Z/nZ→ G , a + nZ 7→ ϕa ist ein Isomorphismus von
Gruppen definiert.









Die Galoisgruppe von Kreisteilungskörpern

Satz (23.3)

Sei n ∈ N mit n ≥ 2 und G = Gal(Q(ζn)|Q).

(i) Für jedes a ∈ Z mit ggT(a, n) = 1 gibt es ein eindeutig
bestimmtes Element σa ∈ G definiert durch σa(ζn) = ζan .

(ii) Es gibt einen Gruppenisomorphismus φn : (Z/nZ)× → G
mit φn(a + nZ) = σa für alle a ∈ Z mit ggT(a, n) = 1.












