Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil Il

Sei G eine zyklische Gruppe und g € G mit G = (g).

(i) Ist ord(g) = oo, dann sind die verschiedenen Untergruppen
von G gegeben durch Up = {eg} und Up, = (g™), wobei m
die natiirlichen Zahlen durchlauft.

(ii) Ist ord(g) = n endlich, dann sind Uy = (g9) die
verschiedenen Untergruppen von G, wobei d die Teiler von n
durchlduft. Dabei gilt jeweils |Uy| = 3.

In (i) und (ii) gilt Up C Upy fir m,m" € IN genau dann, wenn m’
ein Teiler von m ist.




Charakterisierung der zyklischen Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit der Eigenschaft,
dass G fiir jedes Teiler d € IN von n genau eine Untergruppe Uy
mit |Uy| = d besitzt. Dann ist G eine zyklische Gruppe.
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Der Kleine Satz von Fermat

Folgerung (3.13)

Fiir jede Primzahl p und alle a € Z gilt a? = a mod p. Ist p kein
Teiler von a, dann gilt dariiber hinaus a2~ =1 mod p.
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§4. Gruppenhomomorphismen

Definition (4.1)

Sind (G, %) und (H, o) Gruppen, so bezeichnet man eine
Abbildung ¢ : G — H als Gruppenhomomorphismus, wenn

d(g+g') = ¢(g) o d(g’) fiir alle g,g" € G gilt.

Sei ¢ ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, %) und
(H, o). Dann gilt ¢p(eg) = ey und ¢p(g~1) = ¢(g) ! fiiralle g € G.

Lemma (4.4)

Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt
?(g") = ¢(g)" fiir alle g € G und n € Z.
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Spezielle Arten von Homomorphismen

Definition (4.3)

Seien (G, *) und (H, o) Gruppen und ¢ : G — H ein
Homomorphismus von Gruppen. Man bezeichnet ¢ als

(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv

(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Zwei Gruppen G und H sind also genau dann zueinander isomorph,
wenn ein Isomorphismus ¢ : G — H existiert.



Erganzungen zum Homomorphismus-Begriff

e Einen Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — G von (G, ) nach
(G, -) bezeichnet man als Endomorphismus von G.

@ Ist die Abbildung ¢ auBerdem bijektiv, dann spricht man von
einem Automorphismus der Gruppe G.

e Die Menge der Endomorphismen bezeichnen wir mit End(G),
die der Automorphismen mit Aut(G).



Isomorphie von Permutationsgruppen

Seien X, Y Mengen und ¢ : X — Y eine Bijektion. Dann ist durch
die Abbildung

¢ :Per(X) = Per(Y) , o pooogp?

ein Isomorphismus von Gruppen definiert.

A

Auf Grund des Satzes gilt Per(X) = S, fiir jede n-elementige
Menge X.
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Die Automorphismen als invertierbare Elemente

Sei (G, -) eine Gruppe.
e Sind ¢1, ¢2 € End(G), dann auch ¢; o ¢».
e Die Verkniipfung o auf End(G) erfiillt das Assoziativgesetz.

@ AuBerdem gilt ¢1 oidg = idg o ¢1 = ¢ fiir alle ¢1 € End(G).
Also ist (End(G), o) ein Monoid.

Proposition (4.6)

Die invertierbaren Elemente in End(G) sind genau die
Automorphismen der Gruppe G.
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