
Charakterisierung der Elementordnung

Satz (3.3)

Sei G eine Gruppe und g ∈ G ein beliebiges Element. Dann sind
für jedes n ∈ N die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) n = ord(g)

(ii) Es gibt ein m ∈ N mit gm = eG , und darüber hinaus ist n
die minimale natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft.

(iii) Für alle m ∈ Z gilt gm = eG genau dann, wenn m ein
Vielfaches von n ist.



Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil I

Satz (3.7)

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer
gilt: Sei G eine zyklische Gruppe, g ein Element mit G = ⟨g⟩ und
U eine Untergruppe ̸= {eG}. Dann gibt es ein m ∈ N mit

U = ⟨gm⟩.

Ist ord(g) = n endlich, dann kann die Zahl m so gewählt werden,
dass sie ein Teiler von n ist.









Das Lemma von Bézout

Satz (3.8)

Seien m, n ∈ Z, (m, n) ̸= (0, 0). Dann gibt es a, b ∈ Z mit

am + bn = ggT(m, n).







Rechenregeln für Elementordnungen

Satz (3.9)

Sei G eine Gruppe und g ∈ G ein Element der Ordnung n ∈ N.

(i) Für beliebiges m ∈ Z gilt ord(gm) = n genau dann, wenn
ggT(m, n) = 1 ist.

(ii) Ist d ∈ N ein Teiler von n, dann gilt ord(gd) = n
d .

(iii) Für beliebiges m ∈ Z gilt ord(gm) = n
d mit d = ggT(m, n).









Die Eulersche φ-Funktion

Die Eulersche φ-Funktion ist für jedes n ∈ N definiert durch

φ(n) = |{k ∈ Z | 0 ≤ k < n , ggT(k, n) = 1}| .

Sie erfüllt die folgenden Rechenregeln:

Für alle m, n ∈ N mit ggT(m, n) = 1 gilt φ(mn) = φ(m)φ(n).

Für jede Primzahl p und jedes r ∈ N gilt

φ(pr ) = pr−1(p − 1) = pr − pr−1.



Bedeutung der φ-Funktion für die Gruppentheorie

Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und g ∈ G ein
erzeugendes Element.

Nach Folgerung (3.4) sind gk mit 0 ≤ k < n die n
verschiedenen Elemente von G .

Aus Satz (3.9) (i) kann daher abgeleitet werden, dass G
insgesamt φ(n) Elemente der vollen Ordnung n enthält. Mit
anderen Worten, es gibt genau φ(n) Elemente h in G mit der
Eigenschaft G = ⟨h⟩.



Weitere Rechenregel für die Elementordnung

Satz (3.10)

Sei G eine Gruppe und n ∈ N. Ein Element g ∈ G hat genau dann
die Ordnung n, wenn gn = eG und für jeden Primteiler p von n
jeweils gn/p ̸= eG gilt.







Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil II

Satz (3.11)

Sei G eine zyklische Gruppe und g ∈ G mit G = ⟨g⟩.

(i) Ist ord(g) = ∞, dann sind die verschiedenen Untergruppen
von G gegeben durch U0 = {eG} und Um = ⟨gm⟩, wobei m
die natürlichen Zahlen durchläuft.

(ii) Ist ord(g) = n endlich, dann sind Ud = ⟨gd⟩ die
verschiedenen Untergruppen von G , wobei d die Teiler von n
durchläuft. Dabei gilt jeweils |Ud | = n

d .

In (i) und (ii) gilt Um ⊆ Um′ für m,m′ ∈ N genau dann, wenn m′

ein Teiler von m ist.










