Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe

Definition (2.13)

Sei (G, ) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Eine Teilmenge
von G, die mit einem geeigneten g € G in der Form

gU = {gu|ueU}

geschrieben werden kann, wird Linksnebenklasse von U genannt.
Ebenso bezeichnet man die Teilmengen der Form
Ug = {ug | u € U} mit g € G als Rechtsnebenklassen von U.

Im Folgenden bezeichnet G/U fiir die Menge der Links- und U\G
die Menge der Rechtsnebenklassen von U.



Gleichmachtigkeit der Linksnebenklassen

Lemma (2.14)

Sei G eine Gruppe, U eine Untergruppe von G und g € G ein
beliebiges Element. Dann sind die Abbildungen

Te:U—gU, h—gh und 71i:U—Ug, h— hg

jeweils bijektiv. Ist U endlich, dann gilt also |U| = |gU| = |Ug| fiir
alle g € G.
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Zerlegung einer Gruppe in Linksnebenklassen

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Dann folgt fiir
alle g, h € G aus h € gU jeweils gU = hU.

Sei G eine Gruppe und U < G. Dann ist sowohl durch G/U als
auch durch U\G eine Zerlegung von G gegeben. Die zugehdrigen
Aquivalenzrelationen auf G sind definiert durch g =y h < h € gU
bzw. g =, h< he Ug.




Bowais (o (){U/"\W\o\ U e

Suen g, ke G wh e 3 U Do CAU(’— kY
he g — FJuelh: k= 9

b S ke Kk — Jye Uemib b=l

\g: (c:)u\)'\( = f/("‘) (\N\f/ WV & '-\//\ (L)J“\\}, ‘\vk =G \/ ==> \uz € (\J \J‘

; ! e L =K =) | ~A
S ‘?K'JU( S GJKM'\ = S U

\

Wwg. ks &) Sk hum E € o b= Fve Wowik L
; 2 i =i - {
_—s | = (!,\U\\>v = %/\(\'\ \( > : bwA \"‘1\1 € \,I\

> \a‘{ ﬂ/\K_A

= 8\/l




o et e
SOPVRE o Z«QSLM%%?J%Q‘ w Gy >/

o dbogeciin (1D B B0 ,’

i\ ) G= L) Fe B sas vt
g A€G/W ANR+ 2 = A=

| cn(0 Sw heGIU e Ar /
A< Gl — Jqe Q- A=gU  (ege
e U gk q(=c<\'2é3\l\,cl.l/\.cj(A*@/ g
w@ o Nk D swnd ol A<GIU [
TJAWW“G- |




&%GG DM'\%U%% gU (s.e.)
wX k< Sry

20\_(.,?3? Seien A Ao @l g § ANR + &y
B E R e Ol — T e G
wh N=gqW B b ANBagr —
Tee G wh ke g\ wd be iy
léa\* AT U de e W —

SRVER SRR ITERAVESNVE




WEWTRR et S . groom
| dus B\m\:«h«%\& Ao Reladyon = (e B

| Y- (\wdm A=k == he g\ Vg ke G,
1 tde . @ = U iy AO\]\/\\\WLQJ««%ro “\<253,

S 3 G Do fg]Q—.H\eGlgEN\}

/\ﬂ

B g (3]g—c3b\ doouan SR e
.,2” Ang ke gU = gzh = &e (97,
*@ A”‘%!(\ Lj/l '”3 Lt\:’Dg\efju

5 $ D-&Q T’UK‘MM%’Q”"\ AQ_,— %‘W\ %\A QQ/QJ\W @QSO Azl
b JAJL ZQ—QLV% di SR o, b La(?




Woﬁew\ s \\;&\\m Cj V][ %Lc?fi(ﬁ’m (EA :

Qve\(zgvr\u\\ o> J\O/m A SGMJ\S%QT i jﬁk 2 L
ﬁArQﬁM«% Qo m’\y . &w\ h erlalt won
Q’UJ nyK\M\IF Qu\k(“@})\'\(}\) M G (3/6‘% NN 2
| (Qg G‘*ATC,Q )\\,‘(\ll \O\QQ 1y i\&M’(U\ O&'J)\,\
-—{{ e C\?—Z)(\ \lm\x QM,Q |8 L\C K)
<m TN b &U—JUZ)@ (AQB\ (P\“ ) rhw\ = >
AR awcdn = L et Xﬂwv\ﬂbuar@@«*wa _




Ergdnzung zu Satz 2.16

Seien g, h € G. Die Relation =z in Abhangigkeit von einer
Zerlegung Z der Menge G war definiert durch

g=zh o JAcZ:(geAAN(heA) Vg, heG.

Ist nun Z speziell die Menge der Linksnebenklassen von einer
Untergruppe U, dann kann man die Aquivalenz g =, h< g =z h
folgendermaBen (iberpriifen:
»<=" Nach Voraussetzung gilt h € gU. Also ist A= gU ein Element
von Z, das sowohl g als auch h enthilt.

»=" Nach Voraussetzung existiert ein A € Z mit g, h € A. Weil A
eine Linksnebenklasse ist, gilt A = kU fiir ein k € G. Aus
g,h € kU folgt gU = hU = kU nach Lemma 2.15. Wegen
h € hU gilt also auch h € gU, und damit g = h.



Reprasentantensysteme von Aquivalenzklassen

Definition (2.17)

Sei X eine Menge und = eine Aquivalenzrelation auf X. Eine
Teilmenge R C X wird Reprisentantensystem der Aquivalenzklas-
sen von = genannt, wenn durch R — X/=, x — [x] eine
Abbildung gegeben ist. Mit anderen Worten, in jeder Aquivalenz-
klasse ist genau ein Element aus R enthalten.




Zusammenhang zwischen Links- und Rechtsnebenklassen

Proposition (2.18)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe.Ist R ein Reprasen-
tantesystem der Linksnebenklassen, dann ist R’ = {g~! | g € R}
ein Reprasentantensystem der Rechtsnebenklassen, und durch

g +— gL ist eine Bijektion zwischen R und R’ definiert.
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Der Index einer Untergruppe

Definition (2.19)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Die Machtigkeit
|G/U| der Menge G/U wird der Index von U in G genannt und
mit (G : U) bezeichnet.




Der Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt
. Insbesondere ist die Ordnung |U| der
Untergruppe immer ein Teiler der Gruppenordnung |G|.

Folgerung (2.21)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Genau dann ist G
endlich, wenn sowohl U als auch G/U endliche Mengen sind (und
in diesem Fall gilt dann natiirlich der Satz von Lagrange).
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Folgerung aus dem Satz von Lagrange

(i) Jede Gruppe von Primzahlordnung ist zyklisch.

(i) Sei G eine Gruppe, und seien U,V C G endliche
Untergruppen teilerfremder Ordnung. Dann gilt
unv = {eG}.
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§ 3. Zyklische Gruppen

Definition (3.1)
Sei G eine Gruppe.

@ Die Anzahl |G| der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt.

@ Ist g € G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir
ord(g) = |(g)| als die Ordnung von g.

Aus dem Satz von Lagrange folgt unmittelbar, dass fiir jedes
g € G einer endlichen Gruppe G die Elementordnung ord(g) stets
ein Teiler der Gruppenordnung |G| ist.



Die Elemente einer zyklischen Gruppe

Sei G eine Gruppe, g € G und m € IN mit g” = eg. Dann ist die
von g erzeugte Untergruppe gegeben durch

(g0 = {g'|0<r<mj.
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