Definition der Untergruppen

Definition (2.3)

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G wird Untergruppe
von G genannt, wenn eg in U liegt und fiir alle a, b € U auch die
Elemente a- b und a~! in U liegen.




Existenz und Eindeutigkeit der erzeugten Untergruppe

Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Untergruppe U von G mit den folgenden
Eigenschaften.

(i) Uo>S
(ii) Ist V eine weitere Untergruppe von G mit V O S, dann
folgt V O U.

Beide Bedingungen lassen sich zusammenfassen in der Aussage,
dass U die Untergruppe von G ist, die S als Teilmenge
enthalt.




Definition der erzeugten Untergruppe (S)

Definition (2.7)

Die Untergruppe U aus Satz (2.6) wird die von S erzeugte
Untergruppe genannt und mit (S) bezeichnet. Ist V eine beliebige
Untergruppe von G, dann wird jede Teilmenge T von G mit

V = (T) ein Erzeugendensystem von V genannt.




Zyklische und endlich erzeugte Gruppen

Definition (2.8)

Eine Gruppe G wird zyklisch genannt, wenn ein g € G mit
G = (g) existiert. Existiert eine endliche Teilmenge S C G mit
G = (S), dann nennt man G eine endlich erzeugte Gruppe.




Die Elemente von endlich erzeugten Untergruppen

Sei G eine Gruppe und S C G eine Teilmenge.

(i) Die Elemente von (S) sind gegeben durch

(S)y={g;*...g" | reNo,gi,...,8 € S,ex € {£1} fiir 1 < k < r}.

(ii) Sei S endlich, S = {g1, ..., gm} fiir ein m € Ny, und setzen
wir voraus, dass jedes Element der Menge S mit jedem
anderen vertauschbar ist. Dann gilt

(S)={gf ..-g | ex € Z fiir 1 < k < m}.
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Zyklische Gruppen

Folgerung (2.10)

(i) Ist G eine Gruppe und g € G, dann gilt (g) = {g° | e € Z}.
(i) Jede zyklische Gruppe ist abelsch.
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Erzeugendensysteme der S,

Vorbemerkungen:
@ Der Tréager supp(o) eines Elements o € S, ist die Menge aller
j € My mit o(j) # J.
@ Seien 0,7 € S, mit supp(c) Nsupp(7) = &. Dann sind die
Elemente o und 7 vertauschbar, d.h. esgilt coT =710 0.

Sei n € IN beliebig.

(i) Die Transpositionen bilden ein Erzeugendensystem von S,.
(ii) Die 3-Zykel bilden ein Erzeugendensystem von A,,.
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Abschluss des Nachweises von c o7 =700
unter der Voraussetzung supp(c) Nsupp(7) = @:

zu 3. In diesem Fall gilt (o o 7)(i) = o(7(i)) = o(i) = i und
ebenso (1o 0)(i) = 1(o(i)) =7(i) =i.
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Zweielementige Erzeugendensysteme von S,

Proposition (2.12)

Fiir jedes n € IN ist die Menge {0, 7} bestehend aus den beiden
Elementen o = (1 2 ... n) und 7 = (1 2) ein Erzeugendensystem
von S,. Ist n eine ungerade Primzahl, dann wird S, sogar von
jeder zweielementigen Menge bestehend aus einem n-Zykel und
einer Transposition erzeugt.
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Links- und Rechtsnebenklassen einer Untergruppe

Definition (2.13)

Sei (G, ) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Eine Teilmenge
von G, die mit einem geeigneten g € G in der Form

gU = {gu|ueU}

geschrieben werden kann, wird Linksnebenklasse von U genannt.
Ebenso bezeichnet man die Teilmengen der Form
Ug = {ug | u € U} mit g € G als Rechtsnebenklassen von U.

Im Folgenden bezeichnet G/U fiir die Menge der Links- und U\G
die Menge der Rechtsnebenklassen von U.



