
§ 20. Kreisteilungspolynome

Definition (20.1)

Sei n ∈ N. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element ζ ∈ C mit
ζn = 1. Mit µn bezeichnen wir die Menge aller n-ten
Einheitswurzeln. Es handelt sich um eine Untergruppe von C×.

Lemma (20.2)

Sei k ∈ Z. Genau dann gilt µn = ⟨ζkn ⟩, wenn ggT(k, n) = 1 ist.



Definition der Kreisteilungspolynome

Definition (20.3)

Sei n ∈ N, n ≥ 2.

Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element ζ ∈ µn

mit µn = ⟨ζ⟩.
Wir bezeichnen mit µ×

n ⊆ µn die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln.

Das Polynom Φn ∈ C[x ] gegeben durch

Φn =
∏
ζ∈µ×

n

(x − ζ)

wird das n-te Kreisteilungspolynom genannt.



Die Ganzzahligkeit der Kreisteilungspolynome

Aus technischen Gründen setzen wir Φ1 = x − 1, obwohl wir
für n = 1 keine primitiven n-ten Einheitswurzeln definiert
haben.

Für alle n ∈ N ist φ(n) = gradΦn.

Lemma (20.4)

Für alle n ∈ N gilt xn − 1 =
∏

d |n Φd , wobei d die natürlichen
Teiler von n durchläuft.

Satz (20.5)

Es gilt Φn ∈ Z[x ] für alle n ∈ N.









Die Irreduzibilität der Kreisteilungspolynome

Lemma (20.6)

Für jedes Polynom f ∈ Fp[x ] gilt f
p = f (xp).

Satz (20.7)

Für jedes n ∈ N ist das Kreisteilungspolynom Φn in Z[x ] und Q[x ]
irreduzibel.













Quadratische Reste und Nichtreste

Definition (20.8)

Sei p eine Primzahl und a ∈ Z. Man nennt a einen quadratischen
Rest modulo p, wenn eine Zahl c ∈ Z mit

a ≡ c2 mod p existiert.

Andernfalls spricht man von einem quadratischen Nichtrest.



Definition des Legendre-Symbols

Definition (20.9)

Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z. Das Legendre-Symbol
modulo p ist definiert durch

(
a

p

)
=


1 falls a quadratischer Rest modulo p und p ∤ a
0 falls p | a

−1 falls a quadratischer Nichtrest modulo p.



Elementare Rechenregeln für das Legendre-Symbol

Lemma (20.10)

Sei p eine ungerade Primzahl, und seien a, b ∈ Z. Dann gelten für
das Legendre-Symbol die folgenden Regeln:

(i)
(

a
p

)
≡ a(p−1)/2 mod p (Eulersches Kriterium)

(ii) Aus a ≡ b mod p folgt
(

a
p

)
=

(
a
p

)
.

(iii)
(
ab
p

)
=

(
a
p

)
·
(
b
p

)



Ergänzungssätze zum Quadratischen Reziprozitätsgesetz

Satz (20.11)

Für jede ungerade Primzahl p gilt(
−1

p

)
= (−1)(p−1)/2 =

{
1 falls p ≡ 1 mod 4

−1 falls p ≡ 3 mod 4

und(
2

p

)
= (−1)(p

2−1)/8 =

{
1 falls p ≡ 1, 7 mod 8

−1 falls p ≡ 3, 5 mod 8







Das Quadratische Reziprozitätsgesetz

Satz (20.12)

Für zwei beliebige voneinander verschiedene ungerade Primzahlen
p, q gilt (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

· q−1
2

=

{
1 falls p ≡ 1mod 4 oder q ≡ 1mod 4

−1 falls p ≡ q ≡ 3mod 4.





Ringe erzeugt durch eine primitive p-te Einheitswurzel

Lemma (20.13)

Seien p und q zwei verschiedene ungerade Primzahlen. Weiter sei

ζp = e2πi/p ∈ C× , R = Z[ζp] und (q) = qR ,

das von q in R erzeugte Hauptideal. Dann gelten die folgenden
Gleichungen.

(i) R = {a0 + a1ζp + ...+ ap−2ζ
p−2
p | a0, a1, ..., ap−2 ∈ Z}

(ii) (q) ∩Z = qZ



Definition der Gauß’schen Summen

Definition (20.14)

Sei p eine ungerade Primzahl und a ∈ Z mit p ∤ a. Dann ist die
Gauß’sche Summe ga,p ∈ Z[ζp] gegeben durch

ga,p =

p−1∑
n=1

(
n

p

)
ζnap .



Rechenregeln für Gauß’sche Summen

Lemma (20.15)

Es seien p, q zwei verschiedene ungerade Primzahlen und a ∈ Z
mit p ∤ a. Dann gelten für die Gauß’schen Summen die folgenden
Rechenregeln.

(i) ga,p =
(

a
p

)
g1,p

(ii) g2
1,p =

(
−1
p

)
p = p∗

(iii) gq
1,p ≡ gq,p mod (q)

Dabei bezieht sich die Kongruenz unter (iii) auf den Ring Z[ζp].






