§20. Kreisteilungspolynome

Definition (20.1)

Sei n € IN. Eine n-te Einheitswurzel in C ist ein Element ¢ € C mit
(" = 1. Mit pu, bezeichnen wir die Menge aller n-ten
Einheitswurzeln. Es handelt sich um eine von C*.

Sei k € Z. Genau dann gilt ju, = (CX), wenn ggT(k,n) =1 ist.




Definition der Kreisteilungspolynome

Definition (20.3)
SeinelN, n>2.
@ Eine primitive n-te Einheitswurzel ist ein Element ¢ € u,
mit i, = <<>
@ Wir bezeichnen mit p) C pu, die Menge der primitiven n-ten
Einheitswurzeln.

@ Das Polynom ¢, € C[x]| gegeben durch

o, = H(X_C)

Cepn

wird das n-te Kreisteilungspolynom genannt.




Die Ganzzahligkeit der Kreisteilungspolynome

@ Aus technischen Griinden setzen wir &1 = x — 1, obwohl wir
fiir n = 1 keine primitiven n-ten Einheitswurzeln definiert
haben.

e Fiir alle n € IN ist (n) = grad ®,.

Lemma (20.4)

Fiir alle n € IN gilt x" —1 = Hd|n¢d’ wobei d die natirlichen
Teiler von n durchlauft.

Es gilt ¢, € Z[x] fiir alle n € IN.




B o Sole 20,

2exa( dodn wQ!S\BMCLOK( Aed b e le. @Ké ZK]
JA-BR weA G s e T
TA-Schekt + S we N, 0= 4, b da Bossage &

ol = W meane . Lompan 2.5 - B
whoq= TT R el S={deNldudsn |
1 Nedh Tadule teons israussdnveg T“ q¢ Z=1
I oo zuridst 3,¢ Q1. OK ¢ eBlddiadas Bong
\ Do MJ\r Qob\ — ‘lﬁ == @(ﬂ MJ»XK ‘\ 'ﬁ%*“




- bhro)@b\ = Q @A@x Qﬁo\c}\(‘\) < Ca,;o\c)\ (Q(\> C},\Cj L’V)

vE RS G G L 4
bk dovans =0 = g = x4 = 3.9 \j::awew
= sy o C e
S otk -1, g;:zv. =g b $€ O

SEa G s SR O R Tg@n}\cr Ry Q1
S dus "%b\m«» 3 vxmmw\ ot d\MAJ Pﬂm\m L\\\w 5
ol pon -4 G 21 \\‘:61&7”’%““‘W{@'MQ\{'“\[\2 s b )

. Sl

- Fhe 2H] ml Ky =x"-A = P e S0
=l = § < 2(1




%ua?uia\ L\»\\ A.&Q g&:{cﬂ&v\w@a U m$‘—(& e
\’\) Suiwmw ﬁww«c(iﬁﬁr /
ﬂwx»v-§§§ = -\ E, |

%_XP o .-2+ il
i A é :
Raechh AR _

(2) V::t%)\ (Vo2 % @ (X \) \}//(3 /.
~%-508 na
(’(‘—b?'%"\fz§ o XEZ\ x},,.i it —X-\*’\

x 4
= Gt

s Saden



Die lrreduzibilitat der Kreisteilungspolynome

Lemma (20.6)
Fiir jedes Polynom f € F,[x] gilt P = f(xP).

Fiir jedes n € IN ist das Kreisteilungspolynom &, in Z[x] und Q[x]
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Quadratische Reste und Nichtreste

Definition (20.8)
Sei p eine Primzahl und a € Z. Man nennt a einen quadratischen
Rest modulo p, wenn eine Zahl ¢ € Z mit

a=c?> mod p existiert.

Andernfalls spricht man von einem quadratischen Nichtrest.




Definition des Legendre-Symbols

Definition (20.9)

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z. Das Legendre-Symbol
modulo p ist definiert durch

1 falls a quadratischer Rest modulo p und p 1t a
(a) = 0 fallsp|a

—1  falls a quadratischer Nichtrest modulo p.




Elementare Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol

Lemma (20.10)
Sei p eine ungerade Primzahl, und seien a, b € Z. Dann gelten fiir
das Legendre-Symbol die folgenden Regeln:

(i) (%) = alP~1/2 mod p  (Eulersches Kriterium)
(i) Aus a= b mod p folgt (%) = (%)

@ ()-()-¢




Erganzungssatze zum Quadratischen Reziprozitatsgesetz

Fiir jede ungerade Primzahl p gilt

(—1) . ( 1)(P—1)/2 . 1 fa”s P = 1 mod 4
- - —1 fallsp=3 mod 4

<2> B (_1)(,)271)/8 B 1 falls p=1,7 mod 8
B —1 falls p=3,5 mod 8
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Das Quadratische Reziprozitatsgesetz

Fiir zwei beliebige voneinander verschiedene ungerade Primzahlen

O - e

B 1 falls p=1mod4 oder g = 1mod4
-1 falls p = g = 3mod 4.
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Ringe erzeugt durch eine primitive p-te Einheitswurzel

Seien p und g zwei verschiedene ungerade Primzahlen. Weiter sei

G=erPee | R=12[] und (q)=qR,

das von g in R erzeugte Hauptideal. Dann gelten die folgenden
Gleichungen.

(i) R= {30 +a1p+ ...+ 3p—2Cg_2 | a0, a1, ..., ap—2 € Z}
(i) (@)NZ=qZ




Definition der GauB’schen Summen

Definition (20.14)

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z mit p { a. Dann ist die
GauB'sche Summe g, , € Z[(p] gegeben durch

p—1 n
g = 2(5)%

n=1

.




Rechenregeln fiir GauB'sche Summen

Es seien p, g zwei verschiedene ungerade Primzahlen und a € Z
mit p 1 a. Dann gelten fiir die GauB’'schen Summen die folgenden
Rechenregeln.

(i) ap = (2) g1
(i) g2, = (2)p=»p"

(i) gﬁp = gqpmod (q)

Dabei bezieht sich die Kongruenz unter (iii) auf den Ring Z[(p).
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