Definition der euklidischen Ringe

Definition (12.3)
Eine Hohenfunktion auf einem Integritdtsbereich R ist eine
Abbildung h: R\ {Og} — IN mit der folgenden Eigenschaft: Sind
a,b € R, b# 0g, dann gibt es Elemente g, r € R, so dass die
Gleichung

a = gb+r

erfiillt ist und auBerdem entweder r = Og oder h(r) < h(b) gilt.
Ein euklidischer Ring ist ein Integritatsbereich, auf dem eine
Hohenfunktion existiert.




Beispiele fiir euklidische Ringe

Proposition (12.4)
(i) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring,
denn die Abbildung h:Z\ {0} — IN gegeben durch
h(a) = |a| ist eine Hohenfunktion auf diesem Ring.

(i) Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K|[x] ein
euklidischer Ring mit der Hohenfunktion gegeben durch die
Gradabbildung, also h(f) = grad(f) fiir alle f € K[x] \ {Ok}.

(iii) Der Ring ZJi] ist ein euklidischer Ring, wobei eine
Hohenfunktion durch die auf Z[i] \ {0} eingeschrankte
Normfunktion gegeben ist.

wichtiger Hinweis:
Die meisten quadratischen Zahlringe sind keine euklidischen Ringe,

zum Beispiel Z[v/—3] und Z[v/—5] nicht.
I



Anwendung: Nullstellen von Polynomen

Folgerung (12.5)
Sei K ein Koérper und 0 # f € K[x].

(i) Ist a € K eine Nullstelle von f, dann gilt f = (x — a)g fiir
ein Polynom g € K|[x].

(i) Ist grad(f) = n mit n € Ny, dann hat f hochstens n
Nullstellen in K.
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Wichtige Rechenregel fiir den ggT

Sei R ein Ring, und seien a, b,q € R mit b # 0. Dann gilt die
Gleichung ggT(a, b) = ggT(a — gb, b). Genauer ausformuliert
bedeutet das: Ein Ringelement d ist genau dann ein groBter
gemeinsamer Teiler von a und b, wenn d ein groBter gemeinsamer
Teiler von a — gb und b ist.




Der euklidische Algorithmus

Eingabe:  ein euklidischer Ring R mit Hohenfunktion h
Elemente a,b€ R mit b# 0

Ausgabe: Elemente d, x,y € R mit d = ggT(a,b) und d = xa+ yb

Ablauf: (1) definiere (a1, x1,y1) = (a,1,0) und (a2, %2, y2) = (b,0,1)
(2) Sei das Tupel (a5, xn, yn) bereits definiert.

Wenn a, = 0 ist,
dann setze d = a,_1, X = Xp—1, ¥ = yp—1 und gib d, x, y
als Ergebnis aus. (STOP)

Ansonsten bestimme g, r € R mit
an—1=gqa,+r, r=0oder h(r) < h(a,).
Definere (an+1, Xnt1, Yat1) = (Fy Xn—1 — @Xn, Yn—1 — Q¥n)-
Wiederhole Schritt 2.



Korrektheit des euklidischen Algorithmus

Sei R ein euklidischer Ring mit Hohenfunktion h. Der euklidische
Algorithmus hélt fiir jedes Paar (a, b) mit a,b € R und b # 0 nach
einer endlichen Zahl von Wiederholungen. Er liefert als Ausgabe
tatsachlich d = ggT(a, b) und Ringelemente x,y € R mit

d = xa+ yb.

@ Wenn die Schleife im Algorithmus unendlich oft durchlaufen
wiirde, dann wére h(a1) > h(a2) > h(asz) > ... eine unendliche
absteigende Folge in IN. Aber eine solche Folge gibt es nicht.
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Korrektheit des euklidischen Algorithmus (Forts.)

e Mit Hilfe von Lemma 12.6 ist leicht zu sehen, dass
ggT(a, b) = ggT(a1, a2) = ggT(az,a3) = .. =
geT(apn-1,an) = ggT(apn—1,0r) = ap—1 gilt, dass im n-ten
Schritt die Abbruchbedingung a, = Og erfiillt ist. Dies zeigt,
dass der korrekte ggT ausgegeben wird.

@ Durch vollstandige Induktion zeigt man leicht, dass
akx = xxka+ ykb fiir 1 < k < n—1 gilt. Insbesondere ist
damit d = a,—1 = Xp—13 + Yn—1b = xa + yb erfiillt.



Euklidische Ringe sind Hauptidealringe

Erinnerung:
Ein ist ein Integritatsbereich, in dem jedes ldeal ein
Hauptideal ist.

Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Also sind insbesondere Z, Z[i] und Polynomringe iiber Kérpern
Hauptidealringe.
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Beispiel fiir einen Nicht-Hauptidealring

Nicht jeder Integritdtsbereich ist ein Hauptidealring.

Proposition (12.9)

Der Ring R = Z[+/—5] kein Hauptidealring, denn beispielsweise ist
das Ideal p = (3,1 + 24/—5) kein Hauptideal.
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Definition der irreduziblen Elemente

Definition (12.10)

Sei R ein Ring. Ein Element p € R wird irreduzibel genannt, wenn
p weder eine Einheit noch Null ist und die Implikation

p=ab = a€ R oder be R*

fiir alle a, b € R erfiillt ist. Nichteinheiten ungleich Null, die nicht
irreduzibel sind, bezeichnen wir als reduzible Ringelemente.




Definition der Primelemente

Definition (12.11)
Sei R ein Ring. Ein Element p € R heiBt Primelement, wenn p
weder eine Einheit noch Null ist und auBerdem die Implikation

pl(ab) = pla oder p|b fiir alle a, b € R erfiillt ist.

In einem Integritdtsbereich ist jedes Primelement irreduzibel.
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