Definition der Polynomringe

Definition (11.22)

Sei R ein Ring. Ein Erweiterungsring S von R wird Polynomring

iber R genannt, wenn es ein ausgezeichnetes Element x € S gibt

mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Element f € S\ {Og} ein
bestimmtes n € INg und bestimmte

ao, ---,an € R existieren, so dass a, # 0 ist und f in der Form

fo= apx"+ap_1x" P+ ...+ ax+ a

dargestellt werden kann.

Der Polynomring iiber R mit der Variablen x wird mit R[x]
bezeichnet.



Universelle Eigenschaft des Polynomrings

Fiir jeden Ringhomomorphismus ¢ : R — S und jedes a € S gibt
es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ¢ : R[x] = S
mit ¢|gr = ¢ und ¢(x) = a.

Ist S = R oder ein Erweiterungsring von R, dann bezeichnet man
den eindeutig bestimmten Homorphismus ¢ aus Satz 11.23 als den
Auswertungshomomorphismus an der Stelle a.

Folgerung (11.24)

Je zwei Polynomringe iiber einem Ring R sind isomorph.
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Eigenschaften der Polynomringe

Proposition (11.29)
Sei R ein Ring und R[x] ein Polynomring iiber R.

(i) Sind Og # f, g € R[x] und gilt auch f 4+ g # Og und
fg # Og, dann folgt

grad(f + g) < max{grad(f), grad(g)}
und

grad(fg) < grad(f) + grad(g).

(ii) Ist R ein Integritatsbereich, dann gilt dasselbe auch fiir den
Ring R[x]. In diesem Fall gilt sogar

prad(fg) = grad(F) +grad(g)
fiir alle f, g € R[x] mit f,g # Og.
I




Die Einheitengruppen der Polynomringe

Folgerung (11.30)

Sei R ein Integritatsbereich. Dann gilt R[x]* = R*, d.h. die Ein-
heitengruppe des Polynomrings R[x] stimmt mit der Einheiten-
gruppe des Grundrings R uberein.
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Riickblick: Ringtheorie

e Definition der Ringe (additive abelsche Gruppe, multiplikatives
abelsches Monoid, Distributivgesetz)

@ Grundbegriffe: Ringhomomorphismus, Einheit, Nulteiler,
Charakteristik, Integritdtsbereich, Kérper

o Definition der Teilringe (Ringeigenschaft), von einer
Teilmenge A C R iiber R erzeugter Teilring R[A]

@ Ideale und ihre Erzeugendensysteme (Nullideal, Einheitsideal,
Hauptideal, Primideal, maximales Ideal)

@ Teilbarkeitsbegriff und Beziehung zur ldealtheorie

@ Definition der Faktorringe R/
(fiir einen Ring R und ein Ideal | C R)

@ Konstruktion von Ringerweiterungen durch Monomorphismen
(Anwendungen: komplexe Zahlen, Quotientenkdrper,
Polynomringe)



§ 12. Euklidische Ringe, Hauptidealringe u. faktorielle Ringe

Definition (12.1)
Die Normfunktion N : C — R ist definiert durch

N(z) = zz = |z]* firalle zeC.

Die wichtigste Eigenschaft der Normfunktion ist die
Multiplikativitat: Fiir alle z, w € C gilt



Die Normfunktion auf den quadratischen Teilringen

Lemma (12.2)

Sei d € IN. Schrankt man die Normfunktion auf die Elemente des
Rings Z[v/—d] bzw. Z[(1 + v/—d)] ein, so erhilt man
ausschlieBlich Werte in INg. Genauer gilt:

(i) Ist « € Z[V—d], « = a+ bv/—d mit a,b € Z, dann ist
N(a) = a* + db°.

(i) Gilt (—d) =1 mod 4, R = Z[3(1 + v/—d)] und ist
a=13+1by/=dmitabeZ a=b mod 2, dann ist

N(e) = 3a° + 3db.

Sind «, 8 im Fall (i) oder (ii) jeweils Elemente des Rings R und gilt
a | B, dann ist N(«) ein Teiler von N(53) im Ring Z.




Definition der euklidischen Ringe

Definition (12.3)
Eine Hohenfunktion auf einem Integritdtsbereich R ist eine
Abbildung h: R\ {Og} — IN mit der folgenden Eigenschaft: Sind
a,b € R, b# 0g, dann gibt es Elemente g, r € R, so dass die
Gleichung

a = gb+r

erfiillt ist und auBerdem entweder r = Og oder h(r) < h(b) gilt.
Ein euklidischer Ring ist ein Integritatsbereich, auf dem eine
Hohenfunktion existiert.




Beispiele fiir euklidische Ringe

Proposition (12.4)
(i) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring,
denn die Abbildung h:Z\ {0} — IN gegeben durch
h(a) = |a| ist eine Hohenfunktion auf diesem Ring.

(i) Sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K|[x] ein
euklidischer Ring mit der Hohenfunktion gegeben durch die
Gradabbildung, also h(f) = grad(f) fiir alle f € K[x] \ {Ok}.

(iii) Der Ring ZJi] ist ein euklidischer Ring, wobei eine
Hohenfunktion durch die auf Z[i] \ {0} eingeschrankte
Normfunktion gegeben ist.

wichtiger Hinweis:
Die meisten quadratischen Zahlringe sind keine euklidischen Ringe,

zum Beispiel Z[v/—3] und Z[v/—5] nicht.
I
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