§ 6. Faktorringe und Konstruktion von Ringerweiterungen

Definition (11.1)
Sei R ein Ring, / ein Ideal und a € R. Dann nennen wir die Menge

a+!l = {a+iliel}

die Nebenklasse von a modulo /. Die Menge {a+ I | a € R} aller
Nebenklassen von Elementen aus R bezeichnen wir mit R//.




Die Kongruenzrelation modulo eines Ideals

Proposition (11.2)

Sei R ein Ring und / ein Ideal. Dann ist die Relation auf R
gegeben durch

a=b mod/ & b—acl

eine Aquivalenzrelation, und die Elemente von R/I sind genau die
Aquivalenzklassen dieser Relation. Man spricht in diesem

Zusammenhang von einer Kongruenzrelation und bezeichnet zwei
Elemente a, b derselben Aquivalenzklasse als kongruent modulo /.
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Wichtige Rechenregel fiir Kongruenzklassen

Nach Definition sind zwei Elemente a, b € R also genau dann
kongruent modulo /, wenn ihre Kongruenzklassen iibereinstimmen.
Da je zwei Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder gleich sind,
erhalten wir die Aquivalenz

a=b mod! & b—acl & a+l=b+1 & bea+l.



Die Elemente des Restklassenrings Z/nZ.

Proposition (11.3)

Die Menge Z/nZ. der Kongruenzklassen ist n-elementig, es gilt

Z/nZ = {alaeZ,0<a<n}.

Gleichbedeutend damit ist die Feststellung, dass die Elemente der
Menge {0,1,...,n— 1} ein Reprasentantensystem von Z/nZ bildet.



Nebenklassen in Polyomringen

Proposition (11.4)

Sei K ein Kérper, R = K[x] und f € K[x] ein Polynom vom Grad
n > 1. Dann ist die Teilmenge

S={g e K[x]| g #0,grad(g) < n} U {0}

von K[x] ein Reprasentantensystem von R/(f).
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Addition und Multiplikation auf Nebenklassen

Proposition (11.5)
Sei R ein Ring und / ein Ideal. Dann gibt es (eindeutig bestimmte)
Verkniipfungen + und - auf R// mit der Eigenschaft

(a+ 1)+ (b+1)=(atb)+! und (a+1)-(b+1)=ab+]I

fiir alle a, b € R.
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Existenz des Faktorrings

Sei R ein Ring und / C R ein Ideal. Dann ist R/l mit den beiden
soeben definierten Verkniipfungen ein Ring, den man als Faktorring
bezeichnet. Die Abbildung 7 : R — R/l gegeben a — a+ [ ist ein
Epimorphismus von Ringen, der sog. kanonische Epimorphismus.
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Restklassenringe als Korper

Der folgende Satz ist bereits aus der Linearen Algebra bekannt.

Sei n € IN. Genau dann ist Z/nZ ein Korper, wenn n eine
Primzahl ist.




Der induzierte Homomorphismus

Proposition (11.8)

Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und / C R ein Ideal mit
I C ker(¢). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus

¢:R/l — R mit ¢(a+1)=¢(a) firalle acR.

Man bezeichnet ihn als den von ¢ induzierten Homomorphismus.
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Der Homomorphiesatz fiir Ringe

Satz (11.9)

Sei ¢ : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen und | = ker(g).
Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢ : R/l = im(¢)

von Ringen.
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