
§ 8. Die Sylowsätze

Satz (8.1)

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k ∈ N0 derart,
dass pk ein Teiler der Gruppenordnung |G | ist. Dann gibt es in G
eine Untergruppe der Ordnung pk .

(Dieser Satz wird gelegentlich als
”
Nullter Sylowsatz“ bezeichnet.)

Folgerung (8.2)

Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G |, dann
existiert in G ein Element der Ordnung p.

(Diese Ausage ist bekannt als
”
Satz (oder Lemma) von Cauchy“.)



Anmerkungen zu Satz 8.1

Ist G eine endliche abelsche Gruppe, dann gibt es sogar für
jeden Teiler d der Gruppenordnung eine Untergruppe der
Ordnung d . Die Zahl d braucht also keine Primzahlpotenz zu
sein. Dies kann leicht aus dem Hauptsatz über endliche
abelschen Gruppe (§ 5) abgeleitet werden.

Für nicht-abelsche Gruppen ist das im Allgemeinen falsch.
Beispielsweise ist 6 ein Teiler der Ordnung |A4| = 12, aber es
gibt in A4 keine Untergruppe der Ordnung 6.



Definition der p-Sylowgruppen

Definition (8.3)

Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n = prm, wobei m und p teilerfremd sind.

Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
ps mit 0 ≤ s ≤ r .

Ist r = s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.



Die Rolle des Normalisators

Proposition (8.4)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist NG (U) die
größte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U
Normalteiler von H ist.

Lemma (8.5)

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen S ,H, und es gelte
hSh−1 = S für alle h ∈ H. Dann ist das Komplexprodukt HS eine
Untergruppe von G , und es gilt S E HS .



Die Sylowsätze (Peter Sylow, Norwegen, 1832-1918)

Satz (8.6)

Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

(i) Erster Sylowsatz:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(ii) Zweiter Sylowsatz:
Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(iii) Dritter Sylowsatz:
Für die Anzahl νp der p-Sylowgruppen gilt
νp ≡ 1 mod p und νp | m.















Folgerung aus dem Zweiten Sylowsatz

Folgerung (8.7)

Sei G eine Gruppe und p eine Primzahl. Eine p-Sylowgruppe P ist
genau dann ein Normalteiler von G , wenn die Anzahl νp der
p-Sylowgruppen von G gleich 1 ist.







Gruppen der Ordnung ≤ 15 bis auf Isomorphie

n r(n) Gruppen bis auf Isomorphie

1 1 Z/1Z

2 1 Z/2Z

3 1 Z/3Z

4 2 Z/4Z, Z/2Z×Z/2Z

5 1 Z/5Z

6 2 Z/6Z, S3
7 1 Z/7Z

8 5 Z/8Z, Z/4Z×Z/2Z, (Z/2Z)3, D4, Q8



Gruppen der Ordnung ≤ 15 bis auf Isomorphie (Forts.)

n r(n) Gruppen bis auf Isomorphie

9 2 Z/9Z, Z/3Z×Z/3Z

10 2 Z/10Z, D5

11 1 Z/11Z

12 5 Z/12Z, Z/2Z×Z/6Z, D6, A4, Z/3ZoZ/4Z

13 1 Z/13Z

14 2 Z/14Z, D7

15 1 Z/15Z



Anwendung: Gruppen der Ordnung 15

Lemma (8.8)

Jede Gruppe der Ordnung 15 besitzt einen Normalteiler der
Ordnung 3 und einen Normalteiler der Ordnung 5.

Folgerung (8.9)

Jede Gruppe der Ordnung 15 ist zyklisch.









Anwendung: Gruppen der Ordnung 2p

Proposition (8.10)

Sei n ∈ N mit n ≥ 3, G eine Gruppe und {g , h} ein
Erzeugendensystem von G , wobei ord(g) = n, ord(h) = 2 und
ghgh = eG gilt. Dann ist G isomorph zur Diedergruppe Dn.

Satz (8.11)

Sei p eine ungerade Primzahl und G eine nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung 2p. Dann ist G isomorph zur Diedergruppe Dp.













Nachtrag: Aus der Gleichung hg = gh⇔ ghg−1 = h folgt, dass g
im Normalisator NG (〈h〉) enthalten ist. Wegen h ∈ NG (〈h〉) folgt
{g , h} ⊆ NG (〈h〉), 〈g , h〉 ⊆ NG (〈h〉) und somit NG (〈h〉) = G . Die
Untergruppe 〈h〉 ist somit ein Normalteiler von G , und wegen
(G : 〈g〉) = 2p

p = 2 gilt dasselbe für 〈g〉. Wie im Beweis von Satz
8.9 überprüft man die übrigen Eigenschaften eines inneren direkten
Produkts.

Als einzige Möglichkeit bleibt somit hgh = g−1, was zu was zu
ghgh = e umgeformt werden kann.


