Die Bahngleichung

Satz (7.11)

Sei G eine Gruppe, die auf einer endlichen Menge X operiert. Sei
F C X die Fixmpunktmenge der Operation und R C X ein
Reprasentantensystem der Menge aller Bahnen G(x) mit
mindestens zwei Elementen. Dann gilt

Xl = [FI+)(G:6)

XER

und (G : Gx) > 1 fiir alle x € R.




Die Klassengleichung

Satz (7.14)

Sei G eine endliche Gruppe, die durch Konjugation auf sich selbst
operiert. Sei R ein Reprdsentantensystem der Konjugationsklassen
mit mehr als einem Element. Dann gilt

Gl = 1Z(6)l+ > _(G: Celg)):

g€ER

Diese Gleichung erhdlt man durch Anwendung der Bahngleichung
auf die Operation durch Konjugation der Gruppe G auf der Menge
ihrer Elemente.



Das nichttriviale Zentrum der p-Gruppen

Definition (7.20)

Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G wird als p-Gruppe
bezeichnet, wenn sie von p-Potenzordnung ist, also |G| = p€ fiir
ein e € INg erfiillt ist.

Sei G eine nichttriviale p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) von
G ebenfalls nichttrivial, besteht also aus mindestens p Elementen.
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Gruppen von Primzahlquadratordnung

Ist G eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass die Faktorgruppe
G/Z(G) zyklisch ist, dann ist G selbst abelsch.

Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p? abelsch.
Bis auf Isomorphie sind also Z/p?Z und Z/pZ x Z./pZ die einzi-
gen Gruppen der Ordnung p?.
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Die Auflosbarkeit der p-Gruppen

Jede p-Gruppe ist auflésbar.
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§8. Die Sylowsatze

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und k € INg derart,
dass p ein Teiler der Gruppenordnung |G| ist. Dann gibt es in G
eine Untergruppe der Ordnung p*.

(Dieser Satz wird gelegentlich als , Nullter Sylowsatz" bezeichnet.)

Folgerung (8.2)

Ist G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von |G|, dann
existiert in G ein Element der Ordnung p.

(Diese Ausage ist bekannt als ,,Satz (oder Lemma) von Cauchy".)



Buws o Satr 9. |
gy ol Qg G p Beadd | kel wk pH| (G|
| 22 & 4G o bdesops U G ik I\J\\:pk,
BOB A aa %2 b B Qe Ladl Lot AL -
Mot w= EE B L bt (iad) i adbe 2 2ndinn
P L S w=IG) 2 s da Auoseage i e
\J-‘«v"l*‘if ONL«LM% oS
G & oM v Whogs Vien G wd p4(3:V)
wk GNI= X (8 VS G)
Pus PR LIGL, abe B™ (@I, ik p¥(G:V)

e o5 Il e DR S L@ bau stk idas. Fdo—y. .




“‘“Q \ W«M\ \.&l‘w\ — Y U”\“\”/JA s \/
vk \\k\: £ D @ andh e UAN\PUT o G

L. S le edle Uk (i, G ik p1(C V)

S Re G ex 'EAL?\ —\%\3\% s & A(\‘na\}w&?ﬁé‘@kS’;% wh welye

s eonin, Eluwed. iﬁ(ao%«zqmo »JJ G| = \2(@” "'S-(C'CG(‘(]\)

iR

Mo (GrGetp ) = g1V & Golq) goals vt =Bl © (! o
W G Nadn \be dis 2 FdY, %Ur aso (G Ca@) = 0 wed p
\\G\ k2A = 161=0 wed ¢ Ef"f‘\ 2| ok hodh p teillia
AHw\sa‘Q\AM&QQ&{C{”AWApv FV{QQQ PP G Gy
(seN )k ZENECrn = T C b 1Z®) — ¢ LIS Li o
el k) = Oy ek bl s Sl Ay QM\.MA e
- & Uv\r“ (V2SN E(MM& J-U @JVWMC‘ & [ v\\.w




L | S N= <> e NS 260 gk NG
| S Q=G T & =Gy il Epu-

Iasm : ol 1. G‘ \Q’\
.‘ws**? v ) cr\ \ o < Q).

| Mads "4 Dedvos- o) @R ) O\: Toils ik
I N R S | S R W T —16‘ @,y(gr
CETGH ) = el s e u<G
'\ wh AR =t Se U=m (@)
o eoepoduzsae =2 (G W =(G:T) =
\\\)\\ \S\ ‘1—\9—\—=F\\]\2‘>">\24=FK
.

G M & Q)




Anmerkungen zu Satz 8.1

@ Ist G eine endliche abelsche Gruppe, dann gibt es sogar fiir
jeden Teiler d der Gruppenordnung eine Untergruppe der
Ordnung d. Die Zahl d braucht also keine Primzahlpotenz zu
sein. Dies kann leicht aus dem Hauptsatz iiber endliche
abelschen Gruppe (§5) abgeleitet werden.

@ Fiir nicht-abelsche Gruppen ist das im Allgemeinen falsch.
Beispielsweise ist 6 ein Teiler der Ordnung |A4| = 12, aber es
gibt in Az keine Untergruppe der Ordnung 6.



Definition der p-Sylowgruppen

Definition (8.3)
Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe der Ordnung
n = p"m, wobei m und p teilerfremd sind.

@ Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
pPmit0<s<r.

@ Ist r = s, dann sprechen wir von einer p-Sylowgruppe.




Die Rolle des Normalisators

Proposition (8.4)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist Ng(U) die
groBte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U
von H ist.

Lemma (8.5)

Sei G eine Gruppe mit Untergruppen S, H, und es gelte
hSh—! = S fiir alle h € H. Dann ist das Komplexprodukt HS eine
Untergruppe von G, und es gilt S < HS.
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Die Sylowsatze (Peter Sylow, Norwegen, 1832-1918)

Satz (8.6)

Sei G eine endliche Gruppe, und seien p, m wie in Definition 8.3.

(i) Erster Sylowsatz:
Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe
enthalten.

(ii) Zweiter Sylowsatz:
Je zwei p-Sylowgruppen sind zueinander konjugiert.

(i) Dritter Sylowsatz:
Fiir die Anzahl v, der p-Sylowgruppen gilt
vp =1 mod pund v, | m.




