Uberblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

@ Homomorphiesatz G/N = H, falls ¢ : G — H Epimorphismus
und N = ker(¢), Isomorphiesitze als Folgerung

e Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G)



Eine Verkniipfung auf den Linksnebenklassen

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gibt es auf
der Menge G/N eine eindeutig bestimmte Verkniipfung - mit der
Eigenschaft

(gN)-(hN) = (gh)N fir alle g,he G.

Satz (4.27)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge
G/N der Linksnebenklassen mit der Verkniipfung g - hN = (gh)N
eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G modulo N. Die
Abbildung 7y : G — G/N, g — gl ist ein Epimorphismus von
Gruppen, der sog. kanonische Epimorphismus.

wichtiges Beispiel:  die Faktorgruppen (Z/nZ, +)
I



Der induzierte Homomorphismus

Proposition (4.28)

Sei ¢ : G — H ein Gruppen-Homomorphismus und N < G ein
Normalteiler mit N C ker(¢). Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus ¢ : G/N — H mit

o(gN) = o(g) fiir alle g € G.

Man nennt ¢ den durch ¢ induzierten Homomorphismus.
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Der Homomorphiesatz fiir Gruppen

Satz (4.29)

Sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢
einen Isomorphismus

¢ : G/ker(¢) — im(p).

Ist der Homomorphismus ¢ surjektiv, dann erhdlt man also einen
Isomorphismus G /ker(¢) = H.
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An dieser SEeIIe kam in der Vorlesung die Frage auf, wie denn die
Abbildung ¢ bijektiv sein kann, wenn doch z.B. im Fall n = 2 fiir
gegebenes a € K* die Matrizen

G2 e )

beide ¢ auf das Element a abgebildet werden. An dieser ist es
wichtig, sich den Unterschied zwischen ¢ und ¢ klar zu machen:
Die Abbildung ¢ ist tatsachlich in der Regel nicht bijektiv, wie das
Beispiel zeigt. Allerdings ist ¢ ja nicht auf GL(K), sondern auf

der Faktorgruppe
GL2(K)/SL2(K)

definiert. In der Faktorgruppe stimmen die beiden Elemente

(g g) SLo(K)  und ((1) 2) SL(K)

iiberein, wie auf der folgenden Tafel gezeigt wird.
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Korespondenzsatz (Vorb.)

Proposition (4.30)

Sei G eine Gruppe, N < G ein Normalteiler und 7y : G — G/N
der kanonische Epimorphismus.

(i) Ist U eine Untergruppe von G, dann gilt WNI(WN(U)) = UN.
(ii) Ist U eine Untergrupe von G/N, dann gilt mn(my"(0)) = U.
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Der Korrespondenzsatz fiir Gruppen

Satz (4.31)

Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler, G =G/Nund 7y : G — G
der kanonische Epimorphismus. Ferner sei G die Menge der

Untergruppen von G und Gy die Menge der Untergruppen U von
G mit U DO N. Dann sind die beiden Abbildungen

Gn — G, U my(U) und G — Gn, U 73 (0)

bijektiv und zueinander invers. AuBerdem gilt:

(i) Fir U,V € Gy gilt U C V genau dann, wenn
mn(U) C n(V) erfillt ist.

(i) Genau dann ist U € Gy ein Normalteiler von G,
wenn mn(U) ein Normalteiler von G ist.

(iii) Ist U € Gn von endlichem Index in G und U= mn(U),
dann gilt (G : U) = (G : V).
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Anmerkung: Die Gruppen (2) und (22) bzw. (2) und (22) miissen
noch durch jeweils eine Kante verbunden werden.
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Anmerkung zum Beweis von Satz 4.31 (iii)

An der Tafel habe ich eine Abbildung ¢ : G/U — G/U angegeben,
im Skript dagegen eine Abbildung in umgekehrter Richtung, also
G/U — G/U. Deshalb muss der Nachweis der Bijektivitit auch
anders gefiihrt werden als im Skript.

Surjektivitit: Jedes Element in G/U hat die Form gU, mit g e G.
Sei g € G mit my(g) = &. Dann folgt ¢(gU) = nn(gU) = gU.
Injektivitat: Seien g1,g82 € G mit ¢(g1U) = ¢(g2U) vorgegeben.
Zu zeigen ist g1U = g U. Aus der Voraussetzung folgt zunachst
n(g1)U = mn(g2)U. Daraus wiederum folgt mn(g2) € mn(g1)U,
also

mn(82) = mn(gr)mn(u) = Tn(g1u)
fir ein u € U. Aus der Gleichung g2 N = (g1u)N folgt nun
& € grun, wegen N C U also g» € g1 U und damit g1U = g U.



