
Überblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

Definition der Gruppenhomomorphismen

Struktur der Automorphismengruppe Aut(G ) für eine
zyklische Gruppe G

Definition der Normalteiler (N E G )

Komplexprodukte von Untergruppen
(NU = {nu | n ∈ N , u ∈ U}), innere direkte Produkte

Definition der Faktorgruppe G/N (N E G )

Homomorphiesatz G/N ∼= H, falls φ : G → H Epimorphismus
und N = ker(φ), Isomorphiesätze als Folgerung

Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G )



Definition der Komplexprodukte

Definition (4.19)

Sei G eine Gruppe, und seien A,B ⊆ G beliebige Teilmengen.
Dann nennt man die Teilmenge AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B} das
Komplexprodukt von A und B.

Bei Gruppen in additiver Schreibweise verwendet man für das
Komplexprodukt die Schreibweise A + B statt AB.



Komplexprodukte und Normalteiler

Lemma (4.20)

Sei G eine Gruppe, und seien U und N Untergruppen von G .

(i) Gilt U ∩ N = {e}, dann hat jedes Element g ∈ UN eine
eindeutige Darstellung der Form g = un, mit u ∈ U und
n ∈ N.

(ii) Gilt U ⊆ N, dann folgt UN = N.

(iii) Gilt UN = NU, dann ist UN eine Untergruppe von G .
Ersteres ist insbesondere dann gegeben, wenn N ein
Normalteiler von G ist.

(iv) Sind N und U Normalteiler von G , dann folgt UN E G .



Definition des Normalisators

Definition (4.21)

Sei G eine Gruppe und U ⊆ G eine Untergruppe. Dann nennt man
NG (U) = {g ∈ G | gUg−1 = U} den Normalisator von U in G .

Die Bedeutung des Normalisators wird durch die folgende
Proposition deutlich.

Proposition (4.22)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist NG (U) die
größte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U Normal-
teiler von H ist.









Innere direkte Produkte

Definition (4.23)

Sei G eine Gruppe, und seien U,N Untergruppen von G . Wir
bezeichnen G als inneres direktes Produkt von U und N, wenn gilt

U E G und N E G ,

G = UN und

U ∩ N = {e}.
Ist lediglich N eine Normalteiler von G , aber nicht notwendiger-
weise die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren
semidirekten Produkt.

Proposition (4.24)

Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer
Untergruppen U und N. Dann gilt G ∼= U × N.







Wiederholung: Induzierte Abbildungen

Satz (4.25)

Seien X und Y Mengen und ≡ eine Äquivalenzrelation auf X .

(i) Ist f : X → Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass für
alle x , x ′ ∈ X aus x ≡ x ′ jeweils f (x) = f (x ′) gilt, dann
existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f̄ : X/≡ → Y
mit f̄ ([x ]) = f (x) für alle x ∈ X .

(ii) Ist g : X × X → Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass
für alls x , x ′ ∈ X und y , y ′ ∈ X aus x ≡ x ′ und y ≡ y ′

jeweils g(x , y) = g(x ′, y ′) folgt, dann existiert eine eindeutig
bestimmte Abbildung ḡ : (X/≡)× (X/≡)→ Y mit
ḡ([x ], [y ]) = g(x , y) für alle x , y ∈ X .

Man nennt f̄ bzw. ḡ die durch f bzw. g induzierte Abbildung.









Eine Verknüpfung auf den Linksnebenklassen

Proposition (4.26)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G . Dann gibt es auf
der Menge G/N eine eindeutig bestimmte Verknüpfung · mit der
Eigenschaft

(gN) · (hN) = (gh)N für alle g , h ∈ G .

Satz (4.27)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge
G/N der Linksnebenklassen mit der Verknüpfung gN · hN = (gh)N
eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G modulo N. Die
Abbildung πN : G → G/N, g 7→ gN ist ein Epimorphismus von
Gruppen, der sog. kanonische Epimorphismus.

wichtiges Beispiel: die Faktorgruppen (Z/nZ,+)














