Uberblick § 4: Homomorphismen und Faktorgruppen

@ Definition der Faktorgruppe G/N (N < G)

@ Homomorphiesatz G/N = H, falls ¢ : G — H Epimorphismus
und N = ker(¢), Isomorphiesitze als Folgerung

e Korrespondenzsatz (Untergruppenstruktur von G/N vs.
Untergruppenstruktur von G)



Definition der Komplexprodukte

Definition (4.19)

Sei G eine Gruppe, und seien A, B C G beliebige Teilmengen.
Dann nennt man die Teilmenge AB = {ab|a € A, b € B} das
Komplexprodukt von A und B.

Bei Gruppen in additiver Schreibweise verwendet man fiir das
Komplexprodukt die Schreibweise A + B statt AB.



Komplexprodukte und Normalteiler

Lemma (4.20)
Sei G eine Gruppe, und seien U und N Untergruppen von G.

(i) Gilt UN N = {e}, dann hat jedes Element g € UN eine
eindeutige Darstellung der Form g = un, mit v € U und
neN.

(i) Gilt U C N, dann folgt UN = N.

(i) Gilt UN = NU, dann ist UN eine Untergruppe von G.

Ersteres ist insbesondere dann gegeben, wenn N ein
Normalteiler von G ist.

(iv) Sind N und U Normalteiler von G, dann folgt UN < G.




Definition des Normalisators

Definition (4.21)
Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann nennt man
Ng(U) = {g € G | gUg! = U} den Normalisator von U in G.

Die Bedeutung des Normalisators wird durch die folgende
Proposition deutlich.

Proposition (4.22)

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe. Dann ist Ng(U) die
groBte Untergruppe H von G mit der Eigenschaft, dass U Normal-
teiler von H ist.




Reses Lon \jmp LA |
\ o
¥ S Freee  USQ iﬁ»:\:pi
Nt fure v
PR ) Ug \\~\Q(U> (u) \/SQY Ljﬂ\/“»—’; M\q(\{@/(\/\))
“ =0 ) Noeh ™ cz\;Q)\» \;(a€ N (W) 3&)\% = \/\ -y

Wi 1 vk =1
md Ay, — Vel vy
‘l‘ 20\ ()e,\ \/ (Am\w"r wr G \MLA \/ \\( )
\ == Yve Vi ve Nl = V¢ \\[G\m ]




= =

Sex we N w2 3 FHanoe 3 o
Q= ‘h\\ﬁ)«p«b\ U A S !

o w W
Yo hune0s g hin

iz

R, Dn-

- \y\

N
= l\zd‘\\,i

—l i
e
5 by ,
AR\ OsheswTh v }\ RET |0sk<n /g (5
(

@va‘\j/\ Z . Den ,()*ﬁf;: Da g U_er%(): A= (€ ﬁé) o\
o N = hemlosb=nt, UW=lda]l B sk ldor —
T pppea wm GlalR) , da N =<e7 wd U =T) | D
cednte Sede o () & A dper das \.COW\.\;&;« Pmoﬁ\j& NU

N < D/\‘ T Dv\ = <\‘5< ’_57 (OLN“A‘; ‘Q’J ! O{’"'{’*

o
i A T
5 c(,““ - ﬁ‘q&,o,,,\_g ,Zxa)o(% V=) k\\j (A , e (/‘{4 t@"””‘”“ _L(,' = CV N

p*

Jas = A

=
e
ET
>




w\%w?wz%“@‘m%% wa e
‘\&%,\D-<Pb>w¢6 PTcNDuM\(
cacha womes . Dile- {—é@ﬁ o€ Np, iRk |
B pe N wd N (WNI)2 N, De f‘

%&W\% < 2T ~ ¢ VR
\ \ i ;

| goatdecd et = N wespn To=
LA T Ng, (N )




Innere direkte Produkte

Definition (4.23)
Sei G eine Gruppe, und seien U, N Untergruppen von G. Wir
bezeichnen G als inneres direktes Produkt von U und N, wenn gilt
e UL G und NG,
e G = UN und
o UNN = {e}.
Ist lediglich \V eine Normalteiler von G, aber nicht notwendiger-

weise die Untergruppe U, dann spricht man von einem inneren
semidirekten Produkt.

Proposition (4.24)

Sei G eine Gruppe und inneres direktes Produkt ihrer
Untergruppen U und N. Dann gilt
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Wiederholung: Induzierte Abbildungen

Satz (4.25)

Seien X und Y Mengen und = eine Aquivalenzrelation auf X.

(i) Ist f : X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass fiir
alle x,x" € X aus x = x’ jeweils f(x) = f(x’) gilt, dann
existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
mit f([x]) = f(x) fiir alle x € X.

(i) Ist g : X x X — Y eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass
fiuralls x,xX’ € X und y,y’ € Xaus x=x"und y = y/
jeweils g(x,y) = g(x’,y’) folgt, dann existiert eine eindeutig
bestimmte Abbildung g : (X/=) x (X/=) — Y mit
g([x]; [v]) = &(x y) fir alle x,y € X.

Man nennt f bzw. g die durch f bzw. g induzierte Abbildung.




Boeit 1on RG2S . s W)
e’ m%&,\ Ko o Ac\m\m«@m’%wqab\wm an, X
Nldmg QX = wde x=2x" = L= (<) Nax'e X

Bl 3T X/2) =% wdk FUD =) ¥xe X
T.wc)u Papde AR

G W= Mqa(am%\rw\ms.aé—emooukqum LQ e = .
\:,x eh P\é X/_ Qa/\ik & A\’ %CXG) \z‘er(’,\ X o i&\s
Qwv\ \xﬁ)h»w\-k EL&M—w} n P\ ‘/"\J\' Xy € Q Gtaa&c‘x.u\_u\
ks Ko e X R W% e gr“x'\\ F/(K
San % € R A«o bmé\ Lexnle g@&_n,..,& (W R (7 (" ]




xg € [x;\ - kx'l s QKQ'J - X = o
oso i B(61) = Q0o = Ly
L v\aJ\DQ,Q‘




| Boe . w Sow 4. 25
N ) s ol e Mtaldug +: 232 =2
\ widk §lar32)=q VYacZ ’
| W) Esomdel kv Mbddoa {262 =247
wk R(0+r32)=at4P  YeaeZ
\ QU2 =1 [(1sz)= Pe32) =1 =1=44 [

AN g (ool | RU3Z) = 144 2
rs2) = flyr32)=4+42 = 0+ 42
ma - b 0

\

]
-




Eine Verkniipfung auf den Linksnebenklassen

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann gibt es auf
der Menge G/N eine eindeutig bestimmte Verkniipfung - mit der
Eigenschaft

(gN)-(hN) = (gh)N fir alle g,he G.

Satz (4.27)

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler. Dann ist die Menge
G/N der Linksnebenklassen mit der Verkniipfung g - hN = (gh)N
eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G modulo N. Die
Abbildung 7y : G — G/N, g — gl ist ein Epimorphismus von
Gruppen, der sog. kanonische Epimorphismus.

wichtiges Beispiel:  die Faktorgruppen (Z/nZ, +)
I
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