Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil |

Satz (3.7)

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Genauer
gilt: Sei G eine zyklische Gruppe, g ein Element mit G = (g) und
U eine Untergruppe # {eg}. Dann gibt es ein m € IN mit

u = (g").

Ist ord(g) = n endlich, dann kann die Zahl m so gewahlt werden,
dass sie ein Teiler von n ist.




Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe, Teil Il

Satz (3.11)
Sei G eine zyklische Gruppe und g € G mit G = (g).

(i) Ist ord(g) = oo, dann sind die verschiedenen Untergruppen
von G gegeben durch Uy = {eg} und Up, = (g™), wobei m
die natiirlichen Zahlen durchlauft.

(ii) Ist ord(g) = n endlich, dann sind Uy = (g9) die
verschiedenen Untergruppen von G, wobei d die Teiler von n
durchliuft. Dabei gilt jeweils |Ug| = 3.

In (i) und (ii) gilt Up C Upy fir m,m" € IN genau dann, wenn m’
ein Teiler von m ist.
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Charakterisierung der zyklischen Gruppen

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit der Eigenschaft,
dass G fiir jedes Teiler d € IN von n genau eine Untergruppe Uy
mit |Uy| = d besitzt. Dann ist G eine zyklische Gruppe.




Burs ugm Sl 2. 12 /
Hl wx e N G Grgpr o Oredaey n

| \’O‘MW\%f\a G- %e&l« g AL de IN Low

‘ V\N\GWMU\W\W~ |
Z%%« G @& 2:15,,9\.\’5)4\ o

A Shady ¢ Bestise ds %Aw% 2_Pd)=n,

| dw
S H ea ?‘(&xsﬂm q:s«/e\x&u Ordhn-g n

1  o Looonson%at —= Duc Ord«»% 4‘69&15
Ml Sleds he W e oo deN oo 1

/




}3@5 g%«u_m\ A% @s\duw L\} (,utc/ n Gﬁ: 0N
M\\ e ten W&u@&?p(\;ﬂ /4 Lo H do
Qm}w\wo\ 5 \Ae,\ X(A 2 sp, < (Sv /u«\ .s |
n \(3\ d’QAI‘%"

oﬂgb s C?'» !

V\w@\ 3\ U (’\m{ &'\ L(\_ %,G?M\ LGJ,& r,’g)
SRNUNL (ERSTe atN
D f%pgm\—mw N \H\ e

& S’)’\Iﬂc’\ Roirercs 3\@ &wsagacfa O\Q( <;\\q/€ S

;e’\%k ‘5:§ C—‘( A C_ Losn "“o
<$<§\Q°\§ d e (




G & 0“‘(-74%"(, 2!1/\:/&«%}(\

3 !—\(Nik s ex(’/’%\ﬁ "‘méa ’DGQC(G&
‘ \D\/\V\ \‘“\V ‘“‘0\ \“'3 %»\ };Lf}\m; ‘35

\ (
; \ leles o W oo tlear Yo

pa \

t\‘: (,M.?w;i -

. ) ¢ o
oL s e

n. B }gﬁ&éﬁ n 58S

QJ\( é}\\ ‘\\ S J\A CQAQ ﬁ(«'ZA,QLQ\ | &l

c““:\ s

5 N AQ -('*’VL'Q G:’\".,J
|Gdag d 10 G Do gl STy =
o
P\«/\Q&,Q_,’;W cj)‘rzr es VLVM'\G\ or *;‘-" nvﬁ»,f 6 > O‘{V = A
0e2uma &v&_gc“

= qu S R <‘3/ & da @m44\ <
U\N&cj}s =y G e Ovdwe 4 == ay= \P(a\

(}\941/1
e A eI R Beete
= Q"}\ Q QTA‘QJ‘ ‘\rk = p(f'&\\ B %uw\ Cf){/&‘(—?/\TO/«(







Der Kleine Satz von Fermat

Folgerung (3.13)

Fiir jede Primzahl p und alle a € Z gilt a3 = a mod p. Ist p kein
Teiler von a, dann gilt dariiber hinaus a1 =1 mod p.




§4. Gruppenhomomorphismen

Definition (4.1)

Sind (G, %) und (H, o) Gruppen, so bezeichnet man eine
Abbildung ¢ : G — H als Gruppenhomomorphismus, wenn

d(gxg") = d(g) o d(g’) fir alle g, g’ € G gilt.

Lemma (4.2)

Sei ¢ ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, %) und
(H, o). Dann gilt

o(eg) = en und p(g™l) = op(g)" ! firalle geG.
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Spezielle Arten von Homomorphismen

Definition (4.3)
Seien (G, *) und (H, o) Gruppen und ¢ : G — H ein
Homomorphismus von Gruppen. Man bezeichnet ¢ als

(i) Monomorphismus, wenn ¢ injektiv

(ii) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv

(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.

Zwei Gruppen G und H sind also genau dann zueinander isomorph,
wenn ein Isomorphismus ¢ : G — H existiert.



Erganzungen zum Homomorphismus-Begriff

e Einen Gruppen-Homomorphismus ¢ : G — G von (G, ) nach
(G, -) bezeichnet man als Endomorphismus von G.

o Ist die Abbildung ¢ auBerdem bijektiv, dann spricht man von
einem Automorphismus der Gruppe G.

e Die Menge der Endomorphismen bezeichnen wir mit End(G),
die der Automorphismen mit Aut(G).



Anwendung von Homomorphismen und Potenzierung

Lemma (4.4)

Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt
#(g") = ¢(g)" fiir alle g € G und n € Z.
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Isomorphie von Permutationsgruppen

Satz (4.5)

Seien X, Y Mengen und ¢ : X — Y eine Bijektion. Dann ist durch
die Abbildung

¢ :Per(X) = Per(Y) , o~ dooog !

ein Isomorphismus von Gruppen definiert.

Auf Grund des Satzes gilt Per(X) = S, fiir jede n-elementige
Menge X.
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Die Automorphismen als invertierbare Elemente

Sei (G, -) eine Gruppe.
e Sind ¢1, ¢2 € End(G), dann auch ¢1 o ¢».
e Die Verkniipfung o auf End(G) erfiillt das Assoziativgesetz.

@ AuBerdem gilt ¢1 0idg = idg o 1 = ¢ fiir alle ¢1 € End(G).
Also ist (End(G), o) ein Monoid.

Proposition (4.6)

Die invertierbaren Elemente in End(G) sind genau die
Automorphismen der Gruppe G.




%‘Q‘N’SLS?\ \/"bﬁ(:o&\'z&m i
gu G vz C%;‘»P\:&wc}\ 455 E.4(Q)

Rk é‘;e Ak (G) = q: Unverty Q((Z"@‘ G Fonoud
. \ (EI\A(Q\

= #m%&ac {%e EN}\<k:\‘ Y
’\.\/0# e w\&d)’k&/ ks = ¢ @} due
‘M\eﬂamumhb% et <t> - c{(:z & el Biydoes
WWMMWC—@@%\‘M Moo
‘\pl‘wb‘v\wsmg




a7 \\uvw,m \D}\ S \\/ TN v

e v e dve EE = ¢ E1G) ~d
o¥\ é\)- @\ ‘(QQ'G.\PX'?\/ %Qh_gﬁ Die W\,U;IL\XW%(J\/M‘C\

L e T
> ‘ /‘::’ Lo Q) QJ\O. /% Un E\\é\ (Q} ( AMA}Y Lél d? Cioxs
\‘ Mgssase lon (I\D 9\ (BJ\(Q) ) 3\5 NS {71“ o \>

f\ \SQ&M%’Y\EG % #(%\)/‘?\"q}(‘\>

< i m e

S \ ﬁfvﬁ;@ = $E W) = g d(r)
R i W‘“’J'? Sy )

Lo | = FOE = ¢ (g N ) o ]




Die Automorphismengruppe einer Gruppe

Aus der Tatsache, dass die invertierbaren Elemente eines Monoids
eine Gruppe bilden, folgt nun

Die Automorphismen einer Gruppe G bilden mit der Verkniipfung

o selbst eine Gruppe. Man nennt sie die Automorphismengruppe
Aut(G) der Gruppe G.

Ergdnzung:
Ist ¢ : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, dann gilt dasselbe
fiir die Umkehrabbildung ¢! : H — G.



