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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit ist eine Einfilhrung in die Theorie der Motive, wie sie
von Alexander Grothendieck entwickelt wurde. Als Einstieg werden wir Grundlagen
aus der algebraischen Geometrie behandeln und insbesondere zu projektiven und
zelluldren Varietiten einige Beispiele prasentieren. Auf Basis der Schnitt-Theorie
werden wir im Anschluss die Kategorie der Motive konstruieren sowie den zentralen
Begrift des Tate-Motivs einfiihren. Anwendung findet die Theorie im letzten Teil,
in welchem wir nach einer Einfilhrung in die Theorie der quadratischen Formen
beweisen, dass in der dritten Potenz des fundamentalen Ideals keine anisotropen
quadratischen Formen der Dimension zehn existieren.
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Einleitung

Es ist nunmehr fiinfzig Jahre her, dass Alexander Grothendieck die Idee zu der
Theorie der Motive entwickelte. Wenngleich er selbst kaum etwas iiber Motive ver-
offentlichte, dufserte er seine Faszination dieser Idee in zahlreichen Briefwechseln mit
Jean-Pierre Serre — erstmalig im Jahre 1964 ([Ser91]). Spéter schrieb Grothendieck
in der Einleitung zu seinem Werk “Récoltes et Semailles” (1985):

“Parmu toutes les choses mathématiques que j’avais eu le privilege de découvrir el
d’amener au jour, cette réalité des motifs m’apparait encore comme la plus fascinan-
te, la plus chargée de mystére — au méme de l'identité profonde entre la “géométrie”
et I’ “arithmétique”. Et le “yoga des motifs” auquel m’a conduit cette réalité longtemps
wgnorée est peut-étre le plus puissant instrument de découverte que j’ate dégagé dans
cetle premiere période de ma vie mathématicien.”

Ubersetzt etwa:

“Unter allen mathematischen Dingen, zu welchen ich das Privileg hatte, sie zu
entdecken und an den Tag zu bringen, erscheint mir diese Realitdt der Motive noch
immer als das faszinierendste, am meisten mit Geheimnissen beladene — im wahren
Kern der tiefen Identitit zwischen der “Geometrie” und “Arithmetik”. Und das “Yo-
gal der Motive”, zu dem mich diese lang ignorierte Realitiit fiihrte, ist vielleicht das
méchtigste Entdeckungswerkzeug, das ich in dieser ersten Periode meines Lebens als
Mathematiker hervorgebracht habe.”

Grothendiecks ausgesprochenes Ziel des Konzepts der Motive war es, eine univer-
selle Kohomologie-Theorie fiir algebraische Varietdten zu entwickeln. Tatséichlich
spielen Motive bis heute eine zentrale Rolle in der Untersuchung der Struktur von
algebraischen Varitdten. Doch auch in der Bearbeitung von Fragestellungen aus an-
deren Bereichen der Mathematik haben sich Motive als sehr wertvoll erwiesen, wie
in der Zahlentheorie oder der Darstellungstheorie. So fanden sie beispielsweise in
den Beweisen der Milnor-Vermutung und der Hoffmann-Vermutung sowie in der
Bearbeitung des Kaplansky-Problems Anwendung.

kokok
Ziel dieser Arbeit ist es, eine Einfiihrung in die Theorie der Motive zu prisentieren,

sodass diese gut von Einsteigern in dieses Gebiet genutzt werden kann. Beginnend
bei den Grundlagen aus der algebraischen Geometrie und der Kohomologie-Theorie

'Der Begriff “Yoga” bedeutet urspriinglich “Vereinigung”, “Integration”.



FEinleitung

soll es dem Leser moglich werden, ohne umfangreiche Vorkenntnisse ein gutes Ba-
siswissen iiber das “Wesen” der Motive zu erlangen. Unterstiitzt durch zahlreiche
Beispiele und anhand einer ausgearbeiteten Anwendung aus dem Gebiet der qua-
dratischen Formen soll die Theorie greifbar werden und somit ein Grundgespiir fiir
Nutzen und Gebrauch der Motive vermitteln.

In Kapitel 1 werden wir in die algebraische Geometrie einfiithren, indem wir zu-
nichst Eigenschaften von affinen und spéter projektiven Varietéiten erlautern. Hierzu
legen wir nach Erorterung des Spektrums die Zariski-Topologie zugrunde und un-
tersuchen verschiedene Varietédten hinsichtlich ihrer Dimension und Glattheit. Nach
ausfiihrlichen Beispielen zu projektiven Varietdten betrachten wir schlieflich einen
wichtigen Spezialfall von diesen, namlich die (relativ) zelluldren Varietéiten.

In Kapitel 2 beginnen wir mit einer Einfiihrung der orientierten Kohomologie-
Theorien. Die Chow-Theorie (oder auch Schnitt-Theorie) CH;(X) einer Varietét
X, dessen geometrische Definition bei uns auf dem Begriff der Zykel beruht, ist
hierfiir das zentrale Beispiel. Daraus geht die Definition des Chow-Rings CH*(X)
hervor und nach Prasentation eines wichtigen Theorems iiber die Dekomposition
von Chow-Gruppen kénnen wir einige Chow-Ringe von relativ zelluldren Varieta-
ten konkret berechnen. Die Konstruktion von Grothendiecks Chow-Motiven erfolgt
schlieklich in zwei Stufen nach [Man68|: Zunichst wird die Kategorie der Korrespon-
denzen eingefiihrt, dessen Objekte glatte, projektive Varietdten und dessen Morphis-
men sogenannte Korrespondenzen aus More, (X,Y) := CHgim(x)(X x Y) sind. In
der im Anschluss definierten Kategorie der Motive besteht die Menge der Objek-
te aus Paaren (X, ), wobei X eine projektive Varietdt und 7 ein Projektor aus
CHaim(x)(X x X) ist. Das Paar M(X) := (X, Ax), wobei Ax der Identitdtsmor-
phismus ist, wird schlieklich als Motiv von X definiert. Wir fithren darauf aufbauend
die Tate-Motive und den damit zusammenhéngenden Tate-Twist ein. Diese Begriffe
sowie wiederum ein wichtiges Theorem iiber die Dekomposition eines Motivs ermog-
lichen uns einige konkrete Berechnungen.

Schliefslich wollen wir uns in Kapitel 3 auf Motive von Quadriken konzentrieren.
Zu diesem Zweck fiithren wir als Grundlage in die Theorie der quadratischen Formen
mit wichtigen Begriffen wie (An-)Isotropie, Witt-Ring und fundamentales Ideal I K
sowie hohere Witt-Indizes und Zerfallungsstruktur ein. Hauptziel ist es dann, einen
Beweis mithilfe der Theorie der Motive fiir die Aussage zu liefern, dass in I3K keine
anisotropen 10-dimensionalen Formen existieren. Hierfiir benétigen wir den von A.
Vishik gepriagten Begriff der Shells sowie das Theorem iiber bindre Motive. Solche
Liicken in den moglichen Dimensionen von anisotropen Formen in ™K sind nicht
zufillig und werden in Vishiks Gap Theorem allgemein beschrieben.

Als Abschluss dieser Arbeit mochten wir in Abschnitt 3.3 noch einen Uberblick
iiber ausgewéhlte Anwendungen von Motiven geben. Wir prisentieren hierbei die
Bloch-Kato-Vermutung, fiir dessen allgemeinen Beweis das Rost-Motiv eine wesent-
liche Rolle spielt, und das langjdhrige Kaplansky-Problem, dessen Losung mithil-
fe von Motiven erheblich vorangetrieben werden konnte. Auch die Antwort durch
N. Karpenko auf die Frage nach den moglichen Dimensionen von quadratischen



Formen in I"K, wie sie auch in Vishiks Gap Theorem formuliert wurde, sowie der
Beweis der Hoffmann-Vermutung beziiglich des ersten Witt-Indexes beruhen auf der
Bestimmung von Chow-Gruppen und Motiven.






1 Einfihrung in die algebraische
Geometrie

Zunichst werden wir in einige Grundlagen aus der algebraischen Geometrie einfiih-
ren. Im ersten Teil 1.1 untersuchen wir nach der Definition einer affinen Varietét
und der Vorstellung erster Eigenschaften und Beispiele das Spektrum eines Ringes.
Es wird gezeigt, dass es sich hierbei um einen topologischen Raum handelt, wobei
wir zu diesem Zweck die Zariski-Topologie definieren. Nach der Einfiihrung einiger
Begriffe aus der Theorie der Schemata widmen wir uns anschliefend einem neu-
en Dimensionsbegriff, der Krulldimension. Durch den Transzendenzgrad wird die
Berechnung dieser Dimension vereinfacht werden, wodurch wir Dimensionen von
affinen Varietdten bestimmen konnen. Zur weiteren Charakterisierung von affinen
Varietéten fithren wir des Weiteren den Begriff der Glattheit ein.

Im zweiten Abschnitt 1.2 befassen wir uns mit projektiven Varietdten, welche
wir ebenfalls hinsichtlich Dimension und Glattheit untersuchen. Hierzu werden wir
zahlreiche Beispiele vorstellen.

Schlieflich behandeln wir in Kapitel 1.3 einen Spezialfall der projektiven Varie-
téaten, die sogenannten (relativ) zelluldren Varietdten. Diese Eigenschaft ist im Fol-
genden wichtig fiir die Bestimmung von Chow-Ringen und Motiven von projektiven
Varietaten.

1.1 Affine Varietaten

Im Folgenden sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Der n-dimensionale
affine Raum iiber K, bezeichnet durch A% oder kurz A", entspricht in diesem Fall
dem Vektorraum K", siehe auch |[Har92, S. 3|. Ein Element p € A™ nennen wir
Punkt und falls p = (aq, ..., a,) mit a; € K, so bezeichnen wir die Komponenten a;
als Koordinaten von p. Sei nun A = K{z1,...,x,] der Polynomring in n Variablen
iiber K. Intuitiv interpretieren wir die Elemente aus A als Funktionen aus dem
n-dimensionalen affinen Raum in den Koérper K, indem wir

fp) = flay, ... an)

definieren, wobei f € A und p = (ay,...,a,) € A" mit a; € K. Nun kénnen wir f
auf seine Nullstellen untersuchen und setzen hierbei V(I) := {p € A™ | f(p) = 0}
fiir die Menge ihrer Nullstellen, welche auch Nullstellengebilde genannt wird, vgl.
[Hul12, S. 2|. Etwas allgemeiner wird fiir eine Untermenge T' des Polynomrings A
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das gemeinsame Nullstellengebilde mit V' (T') bezeichnet, d.h.
V(T):={peA™| f(p) =0 fiir alle f € T} (1.1)
Zu diesen und den folgenden Definition siehe [Har77, Kap. 1].

Definition 1.1.1. Eine Untermenge X C A" heikt (affine) algebraische Menge, falls
eine Untermenge 7' C A existiert, sodass X = V(7).

Proposition 1.1.2. Die Vereinigung zweier algebraischer Mengen ist eine algebrai-
sche Menge. Genauso ist der Durchschnitt einer beliebigen Familie von algebraischen
Mengen eine algebraische Menge. Die leere Menge und der ganze affine Raum sind
algebraische Mengen.

Beweis. (Nach [Har77, Prop. 1.1]). Seien X; = V(T}) und X, = V(T3) algebraische
Mengen mit 77,75 C A. Dann ist Xy U Xy = V(T1T3), wobei T1T, die Menge aller
Produkte eines Polynoms aus 7} mit einem aus 75 bezeichnet. Um diese Gleichheit
zu zeigen, sei zunachst P € X; U X5, Dann liegt P entweder in X; oder in X5, ist
also eine Nullstelle jedes Polynoms in 7775. Sei andererseits P € V(T1T5) und ohne
Einschrankung P ¢ X;. Dann gibt es ein Polynom f € Tj, sodass f(P) # 0. Da
aber (fg)(P) = 0 fiir alle g € Ty gelten muss, folgt, dass g(P) = 0. Also liegt P in
XQ.
Sei nun X, = V(7,) eine Familie von algebraischen Mengen. Dann ist

NXa=V (UTa)

auch eine algebraische Menge. Fiir die leere Menge ist ) = V(1) und fiir den ganzen
affinen Raum A" = V/(0). O

Definition 1.1.3. Eine nichtleere algebraische Menge X C A" heifit irreduzibel,
falls sie nicht als Vereinigung zweier echter algebraischer Teilmengen geschrieben
werden kann.

Definition 1.1.4. Eine affine (algebraische) Varietit ist eine irreduzible algebrai-
sche Menge X C A".

Sei nun R ein kommutativer Ring mit 1. Normalerweise betrachten wir hierbei
R=Klxy,...,z,|/(f1,..., fr), den Koordinatenring einer affinen Varietdt X mit
X={zxe K"| fi(x)=0,..., fr(x) = 0}. Das Ideal (fi,..., fx) aller Polynome, die
auf ganz X verschwinden, wird als Verschwindungsideal 1(X) bezeichnet.

Bemerkung 1.1.5. Eine Folgerung aus dem Hilbertschem Nullstellensatz besagt, dass
eine algebraische Menge X genau dann irreduzibel ist, wenn ihr Verschwindungsideal
I(X) ein Primideal ist (sieche [Har77, Kor. 1.4]).

Beispiel 1.1.6. 1. Die Polynome f(x) = x und g(z) = z? besitzen dieselbe
triviale Nullstelle. Hierbei handelt es sich jedoch eher um ein Negativbeispiel.
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2. Der Losungsraum der Polynomgleichung {22 4+ y* — 1 = 0} iiber R entspricht
genau dem Einheitskreis. Hingegen besitzt {z* + y*> + 1 = 0} iiber R keine
Lésung, iiber C jedoch unendlich viele. Dies ist ein Beispiel dafiir, dass ohne
Forderung der algebraischen Abgeschlossenheit des Kérpers K manche Eigen-
schaften im affinen Raum nicht standhalten. In diesem Fall wird verletzt, dass
fiir jedes Ideal a C A gelten muss:

wobei va = {f € A| f" € a fir ein r > 0}. Wird a von der Untermenge
T C A erzeugt, so stimmt hierbei V' (a) mit dem Nullstellengebilde V(T') iiber-
ein (siehe [Har77, S. 3 f]).

3. Eine Verallgemeinerung des letztgenannten Beispiels sind die algebraischen
Kurven. Sie sind gegeben durch die Nullstellenmenge eines nichtkonstanten
Polynoms in zwei Variablen,

V(f) =A{(z,y) € K*| f(z,y) = 0}.

Der Grad der Kurve ist gegeben durch den Grad des Polynoms. Falls wir
voraussetzen, dass das Polynom irreduzibel ist, so ist auch die Kurve irredu-
zibel und somit affin. Noch allgemeiner kénnen wir ein irreduzibles Polynom
f € Klxy,...,x,] betrachten. Fiir n = 3 erhalten wir als affine Varietédt V (f)
die affine Flache und fiir n > 3 eine affine Hyperfliche.

4. Der affine Raum A" ist irreduzibel, da er mit dem Nullideal in A korrespon-
diert, welches prim ist. Dadurch stellt der affine Raum selbst eine affine Va-
rietdt dar (siehe auch |Har77, Bsp. 1.4.1].

Bemerkung 1.1.7. 1. Wir mochten an dieser Stelle bemerken, dass man den n-
dimensionalen affinen Raum iiber K korrekterweise mit A% (K) bezeichnet,
damit dieser mit K" iibereinstimmt. In diesem Zusammenhang wird der Raum
K™ auch als der Raum der K-Punkte von A%, bezeichnet. Bei der Betrachtung
einer beliebigen K-Algebra R ist dann R" der Raum der R-Punkte von A% Ei-
ne (affine) algebraische Menge X C AL (K), d.h. die Menge der Lésungen von
Gleichungen f; = 0 in K mit f; € K[zy,...,x,], wird ebenso korrekterweise
mit X (K) bezeichnet. Solange jedoch keine Unklarheit oder Uneindeutigkeit
iiber den Sachverhalt besteht, mochten wir im Folgenden auf diese detaillierten
Schreibweisen verzichten.

2. Wie eingangs bemerkt fordern wir algebraische Abgeschlossenheit des zugrun-
deliegenden Korpers K. Wir kénnen jedoch all unsere behandelten Eigenschaf-
ten auf beliebige Korper erweitern, indem wir eine affine algebraische Varietét
iiber dem nun nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Korper K wie folgt
konstruieren: Sei ', = Gal(K*/K) die absolute Galoisgruppe von K, wobei
K*° der separable Abschluss von K sei. Dann ist eine algebraische Varietit
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X iiber K definiert als die Varietdt X (K*%) (im klassischen Sinne) zusammen
mit der Aktion I'e O X (K*P). Ist K = K*P, so stimmt diese neue Definition
offensichtlich mit der vorherigen iiberein, da in diesem Falle die Galoisgruppe
trivial ist.

1.1.1 Spektrum eines Ringes

Wir wollen den zentralen Begriff des Spektrums eines Ringes einfithren und werden
zeigen, dass es sich hierbei um einen topologischen Raum handelt.

Definition 1.1.8. Sei R ein Ring. Das Spektrum von R, geschrieben Spec(R), ist
definiert als die Menge von Primidealen in R. Die Elemente aus Spec(R) heifen
Punkte aus dem Spektrum (siche auch [Sha74, Kap. 5.1.1]).

Zur Erinnerung sei bemerkt, dass fiir ein (vollstdndiges) Primideal p # R gilt:
Va,be R mit a-bep = acp oder bep.

Falls R ein Integritdtsbereich ist, so ist das Nullideal (0) definitionsgeméf ein Prim-
ideal. Wir kénnen also festhalten, dass R genau dann ein Integritatsbereich ist, falls
(0) € Spec(R). Dies ist dquivalent dazu, dass Spec(R) reduziert und irreduzibel ist.

Beispiel 1.1.9. 1. Sei R = Z. Dann ist fiir jede Primzahl p € Z das Ideal pZ
prim in Z. Da Z ein Integritdatsbereich ist, erhalten wir fiir das Spektrum
Spec(R) = {(0),pZ | p prim} (siehe auch [Sha74, S. 6, Bsp. 5.1|.

2. In R = C[X] sind die Primideale gegeben durch die irreduziblen Polynome
iber C und das Nullideal, d.h. Spec(R) = {(0), (X —a) | a € C}.

3. In dem Restklassenkorper R = 7 /37 ist ausschlieflich das Nullideal prim, also
Spec(R) = {(0)}. Bei einem beliebigen Kérper besteht sein Spektrum ebenfalls
aus genau diesem einzigen Punkt.

Definition 1.1.10. Sei p ein Punkt aus dem Spektrum Spec(R). Dann ist sein Rest-
klassenkorper definiert als K (p) := Quot(R/p), wobei Quot(.) den Quotientenkorper
bezeichnet.

Wir verdeutlichen diese neue Definition anhand eines Beispiels, welches uns im
Laufe dieses Kapitels mehrfach begegnen wird.

Beispiel 1.1.11. Wir betrachten die Polynomgleichung {z*+y*—1 = 0} aus Beispiel
1.1.6 und bilden den zugehérigen Koordinatenring R = K[z, y]/(2* +y* — 1). Dann
ist (z — 1,y) ein maximales Ideal in R und somit ein Punkt aus dem Spektrum.
Anhand der hierzu korrespondierenden Losung (1,0) definieren wir die Abbildung

R/(x—1,y) > K, z— 1, y— 0,
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welche sogar ein Isomorphismus ist. Da der Quotientenkorper eines Korpers bis auf
Isomorphie der Korper selbst ist, ist somit der Restklassenkérper von dem Punkt
(x — 1,y) isomorph zu K.

Betrachten wir nun denselben Ring unter der Voraussetzung K = R, so ist
(2% + 3,y — 2) ein maximales Ideal in R. Dann ist (y/—3,2) eine Lésung, wodurch
wie oben gilt:

R/(x* +3,y—2) = R(V/-3) = C.

In diesem Fall ist der sogenannte Grad des Punktes (22 + 3,y — 2) gleich zwei, da
[C : R] = 2. Entsprechend hat (z — 1,y) im obigen Fall Grad eins.

Bemerkung 1.1.12. Punkte aus Spec(R) vom Grad eins werden rationale Punkte
genannt. Falls R ein Integrititsring ist, so ist das Nullideal (0) € Spec(R) defini-
tionsgeméik ein generischer Punkt in Spec(R), da der Abschluss {(0)} gleich dem
Raum Spec(R). Allgemein ist die Irreduzibilitéit des Spektrums eines Ringes notwen-
dig und hinreichend fiir die Existenz eines generischen Punktes. Siehe hierzu auch

[Mum99, S. 67 ff.].

1.1.2 Zariski-Topologie

Wir beginnen nun mit der Konstruktion der Topologie auf der Grundmenge Spec(R),
indem wir das System aller abgeschlossenen Untermengen des topologischen Raums
definieren.

Definition 1.1.13. Sei S eine beliebige Untermenge von R. Dann bezeichnen wir
mit V' (S) C Spec(R) die Menge aller Primideale in R, die S enthalten. Die Topologie,
in welcher genau diese Mengen V' (S) alle abgeschlossenen Untermengen darstellen,
heifst Zariski- oder Spektraltopologie. Fiir einen Punkt p € Spec(R) ist sein Abschluss
gegeben durch die Menge {q € Spec(R) | q D p}.

Aus dieser Definition folgt, dass ein Punkt p € Spec(R) bzw. die entsprechende
einelementige Menge genau dann abgeschlossen ist, wenn p ein maximales Ideal in
R ist.

Fiir beliebige Untermengen S,, S" und S” C R gelten die Relationen

1 (U 5@) =V (Sa),
V(I) =V(s)uV(s),
wobei [ der Schnitt der von S’ und S” erzeugten Ideale ist. Hiermit sind die Axiome

fiir ein System abgeschlossener Mengen des topologischen Raums erfiillt (siehe auch
[Sha74, Kap. 5.1.3]).

Bemerkung 1.1.14. 1. In derselben Notation wie fiir abgeschlossene Mengen be-
zeichnen wir Untervarietiten von Spec(R) fiir ein beliebiges Ideal I C R als

V(I) = Spec(R/I) = {p € Spec(R) | p D I}.
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Das Spektrum des in Beispiel 1.1.11 untersuchten Ringes K[z, y]/(z*+y? —1)
ist also eine Untervarietit von Spec(K|[z,y]) = A2

2. In der klassischen algebraischen Geometrie wird die Zariski-Topologie von ei-
nem affinen Raum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper getragen.
Die abgeschlossenen Mengen sind hier die algebraischen Mengen aus Definition
1.1.1.

Bekanntermafien heifit eine Teilmenge eines topologischen Raums abgeschlossen,
sofern deren Komplement eine offene Menge ist. Der entsprechend dualisierten Defi-
nition folgend, m6chten wir nach der Einfiihrung der abgeschlossenen Untermengen
nun die offenen Untermengen charakterisieren.

Definition 1.1.15. Sei f ein Element aus R und X = Spec(R). Dann bezeichnen
wir mit Xy die Menge aller Primideale in R, die f nicht enthalten, d.h.

Xy = Spec(R)\ V({f})-

Wir mochten als néchstes einige Grundbegriffe aus der Theorie der Schemata
einfilhren. Hierflir benotigen wir neben des Konzeptes des Spektrums eines Ringes
die Definition der Strukturgarbe.

Definition 1.1.16. Sei X das Spektrum des Ringes R zusammen mit der Zariski-
Topologie. Dann bezeichnen wir den Funktor Ox, welcher offenen Untermengen X
von X die Lokalisierung R; zuordnet, als Strukturgarbe.

Ein Paar (X, O) bestehend aus einem topologischen Raum X und einer Garbe
O von Ringen aus X wird geringter Raum genannt, siehe [Sha74, S. 25, Def. 5.1].
Fiir X = Spec(R) zusammen mit seiner Strukturgarbe Ox bildet dieses Paar einen
sogenannten lokal geringten Raum, da alle auftretenden Ringe Ox(X;) = Ry lokal
sind.

Anhand der folgenden Definition kénnen wir dieses Paar (Spec(R), Ogpec(r)) auler-
dem als affines Schema charakterisieren.

Definition 1.1.17. Ein lokal geringter Raum, der lokal isomorph zum Spektrum
eines Ringes ist, heift Schema. Mit anderen Worten: Ein Schema ist ein lokal ge-
ringter Raum (X, 0), in dem jeder Punkt eine offene Umgebung U besitzt, sodass
der lokal geringte Raum (U, O)y) isomorph zum Spektrum eines Ringes ist, siche
hierzu auch [Sha74, S. 28, Def. 5.4|. Ein Schema heifst affin, falls der lokal geringte
Raum (nicht nur lokal) isomorph zum Spektrum eines Ringes ist.

Bemerkung 1.1.18. 1. Zu einem affinen Schema X ~ Spec(R) erhdlt man durch
die Projektion Spec(R) — Spec(Ryeq) das reduzierte Schema X,eq, wobei
der reduzierte Ring R,.q definiert ist als der Ring R modulo das Ideal der
nilpotenten Elemente von R (= Nil-Radikal von R). Die topologischen Riume
von X bzw. X,.q stimmen iiberein. Andersherum heifst ein Schema reduziert,
falls fiir jede offene Menge U der Ring Ox(U) keine nilpotenten Elemente
besitzt, siehe [Sha74, Kap. 5.3.4].
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2. Ein Schema X heifst separiert, falls das Bild des Morphismus
A: X —X X Spec(Z) X (12)

abgeschlossen ist. Dieser Morphismus wird auch Diagonale genannt, siche auch
[Sha74, Kap. 5.4.3].

3. Allgemein ist eine algebraische Varietit iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper K definiert als ein reduziertes, separiertes Schema, welches iiber
K endlich erzeugt ist. Eine Varietdat X, die ein affines Schema ist, wird ent-
sprechend als affine Varietit bezeichnet [Sha74, Kap. 6.1.1]. Ist also R endlich
erzeugt und nilpotentfrei, d.h. Nilrad = 0, so ist Spec(R) eine affine Varietét.

1.1.3 Dimension

Wir haben gesehen, dass das Spektrum eines Koérpers K aus einem einzigen Punkt
besteht. Wir mdéchten einen hierzu korrespondieren Dimensionsbegriff verwenden,
mit dem dim(K) = 0 gilt. Andererseits méchten wir den Dimensionsbegriff auch auf
algebraische Mengen anwenden, wobei tatsichlich dim(A™) = n gelten sollte. Dies
motiviert die Einfiihrung der sogenannten Krull-Dimension.

Definition 1.1.19. Die Krulldimension eines topologischen Raums X ist das Su-
premum aller Lingen von Ketten Xy C X; C ... C X,, von nichtleeren, abgeschlos-
senen, irreduziblen Teilmengen.

Unter Betrachtung eines Ringes R definieren wir die Dimension von R als das
Supremum der Hohe aller Primideale, d.h.

dim(R) := sup{n € N | I Kette po G p1 & ... & pn mit p; € Spec(R)}.

Die auf diese Weise definierte Dimension eines Ringes ist also nichts anderes als die
Krulldimension seines Spektrums.

Beispiel 1.1.20. 1. Offensichtlich gilt mit dieser Definition fiir einen beliebigen
Korper K: dim(K') = dim(Spec(K)) = dim({(0)}) =0 .

2. Das Spektrum von einem Polynomring K[X] {iber einem Koérper K ist die
affine Gerade Al. Falls K algebraisch abgeschlossen ist, z.B. im Fall K = C,
besteht das Spektrum, wie in Beispiel 1.1.9 gesehen, aus den irreduziblen Poly-

nomen der Form X —a und dem Nullideal. Die langste Kette von Primidealen
ist hier (0) C (X). Daher besitzt K[X]| die Dimension 1.

3. Der Ring der ganzen Zahlen ist ebenfalls von Dimension 1: Als lingste Ket-
te von Primidealen finden wir (0) C (p). Allgemein ist jeder Ring der alge-
braischen Ganzzahlen eines algebraischen Zahlkorpers eindimensional, da in
diesem Ring jedes Primideal aufer (0) schon maximal ist (siehe hierzu auch
[Sha74, S. 14, Bsp. 5.9]).

11
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Algebraische Ganzzahlen sind algebraische Zahlen, die sogar Nullstellen eines
normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Sie bilden einen
Unterring der algebraischen Zahlen.

4. Falls R ein noetherscher Ring ist, so wird jede aufsteigende Kette von Idea-
len stationdr. Die Dimension ist daher endlich. Des Weiteren ist dann nach
dem Hilbertschen Basissatz auch jeder Polynomring R[ X1, ..., X,,] noethersch
(siche z.B. [Hun74, Thm. 4.9]) und es gilt

dim(R[X7, ..., X,]) = dim(R) + n.

Daher hat beispielsweise der Ring Z[X| Dimension 2, siche |Sha74, S. 14, Prop.
C, Bsp. 5.10].

Folgende Proposition ermoglicht uns, die Krulldimension einer algebraischen Men-
ge zu bestimmen.

Proposition 1.1.21. Se: X eine affine algebraische Menge. Dann ist die Dimension
von X gleich der Dimension seines Koordinatenrings R.

Beweis. (Nach [Har77, Prop. 1.7]). Sei X C A" eine algebraische Menge. Dann kor-
respondieren die abgeschlossenen irreduziblen Untermengen von X mit den Prim-
idealen in A = K|z, ..., z,], welche das Verschwindungsideal I(X') enthalten. Diese
wiederum korrespondieren mit den Primidealen von R. Somit ist die Dimension von
X die Lange der langsten Kette von Primidealen in R, also die Dimension von R. [

Anhand der gegebenen Definition die Krulldimension eines Ringes anzugeben, ist
allerdings im Allgemeinen nicht die einfachste Variante. Wir werden eine dquiva-
lente Definition einfiihren, die uns die Bestimmung der Dimension erleichtern kann
(fiir Details siehe |Hull2, Kap. 3.2|). Hierzu benétigen wir den Begriff des Tran-
szendenzgrades. Aukerdem wird vorausgesetzt, dass R eine K-Algebra sowie ein
Integritatsbereich ist.

Definition 1.1.22. Sei L/ K eine Korpererweiterung. Dann existiert eine Untermen-
ge S C L, die sogenannte Transzendenzbasis, sodass L die algebraische Erweiterung
von K(S) ist und die Elemente aus S iiber K algebraisch unabhéngig sind. Die
Méchtigkeit von S heift Transzendenzgrad von L/K, abgekiirzt durch trdeg(L/K).
Die Notation K (S) bezeichnet den kleinsten Korper in L, der K und S enthalt, vgl.
[Hun74, Def. 1.4, 1.10].

Mithilfe dieser Definition kdnnen wir die Dimension von R wie folgt beschreiben:
dim(R) = trdeg(Quot(R)/K), (1.3)

wobei Quot(R) den Quotientenkérper von R bzw. den Restklassenkérper von
(0) € Spec(R) aus Definition 1.1.10 bezeichnet.

12
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Beispiel 1.1.23. 1. Die Dimension von R ist genau dann gleich null, wenn
Quot(R)/K eine algebraische Erweiterung ist. Die Transzendenzbasis S ist
in diesem Fall die leere Menge, siehe auch [Bos13, Kap. 7.2].

2. Fir R = K[X] ist der Quotientenkérper Quot(K[X]) der rationale Funk-
tionenkorper K (X). Eine Transzendenzbasis ist gegeben durch {X} und wir
erhalten dim(R) = 1. Fiir einen Koérperturm K C M C L gilt die Formel

trdeg(L/K) = trdeg(L/M) + trdeg(M/K), (1.4)

woraus folgt, dass dim(K[Xy, ..., X,]) = trdeg(K (X, ..., X,)/K) = n (siehe
z.B. [Bos13, Kap. 7.1] oder [Hun74, Thm. 1.11]). Daher hat der affine Raum
A" die Dimension n (mit obiger Proposition 1.1.21, vgl. [Har77, Prop 1.9]).

3. Wir betrachten wie in Beispiel 1.1.6 und 1.1.11 die Gleichung 2? + y?> — 1 =0
iiber K und erhalten als Quotientenkdrper des Koordinatenrings

Quot(K [z, y]/(x* +9* — 1)) = K(z)(V1 — 2?),

eine quadratische Erweiterung der transzendenten Erweiterung K (z). Somit
hat der Einheitskreis die Dimension 1.

Bemerkung 1.1.24. Sei X C A" eine affine Varietdt mit dem Verschwindungsideal
I(X) = (f), d.h. X sei eine Hyperfliche. Der Koordinatenring ist gegeben durch

R = Klzy,...,2,)/(f). Wir konnen (nach Umnummerierung) annehmen, dass die
Gleichung f = 0 die Variable x; enthilt, wodurch wir

Q(R) = K(x2, ..., mn)[z1]/(f) (1.5)
erhalten. Somit ist eine Transzendenzbasis S gegeben durch {zo, ..., z,}, d.h.

dim(X) = trdeg(Q(R)/K) =n — 1,

siehe auch [Hull2, Kap. 3.2].

1.1.4 Glattheit

Wir mdéchten uns in diesem Abschnitt noch einem weiteren Begriff zur Charakteri-
sierung von Punkten aus einer affinen Varietdt X widmen, dem der Glattheit.

Definition 1.1.25. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Koérper und X eine affine
Varietit in A", dem n-dimensionalen affinen Raum iiber K. Sei [(X) = (fi1,..., f)
das Verschwindungsideal von X. Dann heifit ein Punkt x € X glatt (oder reguldr),
falls folgende Gleichheit gilt:

rank J(z) = n — dim(X), (1.6)

13
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wobei J(z) = (82(x)) _,

dimension des Koordinantenrings, dim(X) := dim(K[z,...,z,|/I(X)). Die Varie-
tat X heibt glatt, falls X in jedem Punkt glatt ist.
Beispiel 1.1.26. 1. Wir betrachten wiederum

X ={(z,y) e K* |2 +9* —1 =0} C A%,

also I(X) = (f(x,y) = 2?2 + y*> — 1). Die Jacobi-Matrix von f ist hier
J(z,y) = (2z,2y) mit

rank(J¢(z,y)) <1=2—-1=n—dim(X).

Der Rang ist genau dann gleich null, wenn x = y = 0. Jedoch liegt der Punkt
(0,0) nicht auf dem Einheitskreis. Daher ist der Kreis eine glatte Varietit.

2. Sel X = {(.T,y,Z) € CS | fl(xayvz) - 07f2<x7y72> = 0} mit
filz,y,2) =x4+y+2z und fox,y,z2) = 2 4 2y + 23,

d.h. I(X) = (f1, f2). Die Jacobi-Matrix lautet dann

1 1 1
J(x7y72):<21’ 2 322)

und besitzt im Punkt p = (0,0,0) € X Rang 2. Daher ist die Varietdt X glatt
in p. Daraus folgt sogar, dass X lokal isomorph zu C ist: Hierzu definieren wir
die Abbildung

X —C
(x,y,2) — z,

welche nach dem Satz von der impliziten Funktion ein lokaler Isomorphismus
ist (siehe [Far05, Bsp. 44]).

Bemerkung 1.1.27. 1. Ein Punkt = € X (oder ganz X) heikt singuldr, falls er
nicht glatt ist.

2. Sei K ein fester Korper. Ist L/K eine Korpererweiterung und X eine affine
Varietét iiber K, so kann man die Eigenschaften der Varietit X; = X xXg L
durch den Basiswechsel Spec(L) — Spec(K) untersuchen. Beispielsweise sind
die Varietdten X und X von derselben Dimension und es gilt: Falls Xy
reduziert ist und L/K separabel, dann ist X reduziert. Siehe hierzu [Liu06,
Kap. 3.1.2] und [Liu06, Kap. 3.2.2, Prop. 2.7/
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1.2 Projektive Varietaten

Wir mochten im Folgenden projektive Varietdten untersuchen und hierzu einige
Beispiele behandeln. Fiir die Einfiihrung der Grundbegriffe orientieren wir uns an
[Har77, S. 8 ff.].

Wieder sei K ein fester, algebraisch abgeschlossener Korper. Der n-dimensionale
projektive Raum P} oder kurz P" ist definiert als die Menge der Aquivalenzklassen
von (n + 1)-Tupeln (x,...,x,), wobei die Komponenten z; € K nicht alle gleich
Null sind, unter der Aquivalenzrelation

(Toy ..oy xn) ~ (Axo, ..., Axy,) fur alle A € K\ {0}.

Die Aquivalenzklasse von (g, . . ., z,,) wird mit [zg : ... : 2,] bezeichnet. Geometrisch
betrachtet identifizieren wir also zwei Punkte aus dem affinen Raum genau dann
miteinander, falls sie auf derselben Gerade durch den Ursprung liegen. Dies erlaubt
uns, den projektiven Raum P" als Raum aller Geraden in A"*! durch den Ursprung
aufzufassen.

Betrachten wir nun den Polynomring S = Kz, ..., x,], so definiert wegen der
Uneindeutigkeit der Koordinaten eines Punktes p € P" ein Element f € S noch
keine Funktion auf P”. Ist jedoch f ein homogenes Polynom vom Grad d, so gilt
fxg,..., A\x,) = Mf(xg,...,1,). Somit hiingt die Eigenschaft, ob f null wird,
nur von der Aquivalenzklasse von (xo,...,2,) ab. Durch das Polynom f erhalten
wir eine Funktion von P™ nach {0,1} mit f(p) = 0, wenn f(xg,...,z,) = 0, und
f(p) =1, wenn f(xg,...,z,) # 0. Wir kénnen nun also von der Nullstellenmenge
eines homogenen Polynoms f auf P" sprechen, namlich Z(f) = {p € P" | f(p) = 0}.
Fiir eine feste endliche Teilmenge I von homogenen Polynomen definieren wir die
gemeinsame Nullstellenmenge durch

Z(I):={peP"| f(p) =0 fir alle f € I}. (1.7)

Wir bezeichnen analog zu Abschnitt 1.1.1 eine Untermenge X C P" als algebraische
Menge, falls eine Menge I von homogenen Polynomen existiert, sodass X = Z(I).
In der Zariski-Topolgie auf P" stellen sie die abgeschlossenen Mengen dar.

Die Untermenge X = {[zo,...,x,] € P" | 2y = 0} ist abgeschlossen und isomorph
zu P, Thr Komplement

P\ X ={[zg:...:2,) € P" | 29 # 0} (1.8)

ist eine offene Untermenge und isomorph zum affinen Raum A" via

(2o : ... an] — (ﬂ ﬁ)eAn. (1.9)

Zo ’ To

Definition 1.2.1. Eine projektive (algebraische) Varietdt ist eine irreduzible al-
gebraische Menge X C P", wobei die Irreduzibilitit analog zum affinen Fall zu
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verstehen ist.

Das (homogene) Verschwindungsideal I(X) sowie der (homogene) Koordinaten-

ring R einer projektiven Varietdt X sind ebenfalls analog zum affinen Fall definiert.
Die Dimension von X ist die Dimension von X als topologischer Raum.

Proposition 1.2.2 ([Har77], S. 11 f., Exercise 2.6). Sei X eine projektive Varietdt
und R der homogene Koordinatenring. Dann gilt:

dim(R) = dim(X) + 1. (1.10)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Dimension des projektiven Raums P" gleich

n ist und daher dim(P") = dim(A").

1.2.1 Beispiele von projektiven Varietaten

16

1. Der ganze projektive Raum P" ist eine projektive Varietit (analog zu Beispiel

1.1.6).

. Hyperebenschnitte, d.h. Schnitte der Form P"N{p € P" | f(p) = 0} mit einem

homogenen Polynom f vom Grad 1, sind projektive Varietdten. Ein Beispiel
hierfiir ist der Schnitt X = P" N {[zg : ... : x,] € P" | 29 = 0}, welcher
isomorph zu P"~! ist:

X = prt

R I S R i B

. Segre-Einbettung: Sei o : P* x P — PV jene Abbildung, welche das Paar

([z], [y]) auf einen Punkt in PV abbildet, dessen Koordinaten die paarweisen
Produkte der Koordinaten von [z] und [y] sind:

ofro - r )i Yoot Ym)) = [ToYo t Toyr 1o T Ty e B Y
mit z;y; in lexikographischer Ordnung. Hierbei ist also
N=n+1)(m+1)—1=nm+n+m.

Die Abbildung o ist wohldefiniert sowie injektiv und wird Segre-FEinbettung
genannt. Das Bild dieser Abbildung ist eine projektive Varietit, die sogenannte
Segre-Varietdt und wird manchmal mit %, ,, bezeichnet: Benennen wir das
Bild o([z], [y]) mit [z] mit Koordinaten z;; = x;y;, so sehen wir, dass dieses
der gemeinsame Nullstellenraum der quadratischen Polynome z; j2.; — 212k ;
ist. Fiir n = m = 1 beispielsweise erhalten wir eine Einbettung des Produkts
der projektiven Gerade P' mit sich selbst in P* durch

o ([xo: 1], [yo : 1)) = [Toyo : Tov1 = 1Yo = T1va] =: [20 1 ... ¢ 23]
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Das Bild von o ist hier die Segre-Varietdt ¥, ; und ist der gemeinsame Null-
stellenraum des quadratischen Polynoms zyz3 — 21 2o, welches der Determinante
der Matrix (ZO Zl) entspricht.

29 3

Ein weiteres bekanntes Beispiel einer Segre-Varietit ist das Bild
Yo = o(P' x P?) C PP,

welches Segre Threefold genannt wird. Der Schnitt der Segre Threefold mit P3
ist eine Twisted Cubic Curve. Zu der Segre-Einbettung siehe auch [Har77, S.
13, Exercise 2.14| und [Har92, Bsp. 2.11].

. Projektive Quadrik: Sei g eine ((n + 1)-fache) quadratische Form iiber K, d.h.
ein homogenes quadratisches Polynom in zg, ..., x,:

n
q(i[,’o, c. ,l’n) = E Qi T35, Qi = Qji, Ay e K.
i.j=0

Dann definieren wir die projektive Quadrik als

Q:={[xo:...:z,) €P"| q(xg,...,x,) =0}

Sie ist eine projektive Varietdt der Dimension n — 1. Ist der Grundkérper K
von Charakteristik ungleich 2, so ist ) genau dann glatt, wenn die zugehorige
Matrix A = (a;;) den maximalen Rang n + 1 besitzt (siche auch [Hull2,
Lem. 5.6] und [Har77, S. 38, Exercise 5.12|). Zu der Theorie der quadratischen
Formen siehe auch Abschnitt 3.1.

. Graffmannsche Varietit (engl. Grassmannian): Sei V ein n-dimensionaler K-
Vektorraum. Dann bezeichnet Gr(l,n) die Menge aller [-dimensionalen Unter-
vektorriume in V. Fiir [ = 1 beispielsweise ist Gr(l,n) = P"~'. Die Men-
ge Gr(l,n) ist folgendermaken in einen projektiven Raum eingebettet: Sei
zundchst {ey,...,e,} eine feste Basis von V. Dann sei die Basis eines [-
dimensionalen Untervektorraums U € Gr(l,n) gegeben durch {ay,...,q;} mit
a; = Z;‘:l a;je;. Diese Basis kann in eine Matrix A zusammengefasst werden,
in welcher die Basisvektoren zeilenweise iibereinander gelistet werden:

a1 11 aiz2 - Qip

a2 Q21 Q22 -+ Q2p
A_ p— p—

ap apn Qg -t A

Nun wird U = (ai,...,q) auf die Folge aller (7) (I x [)-Minoren der Ma-
trix A (modulo Skalare) abgebildet, wodurch wir die sogenannten Grafimann-
Koordinaten von U erhalten. Hiermit ist Gr(l,n) eingebettet in den projekti-
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18

ven Raum P()-!. Die zugehorige Abbildung wird Plicker-Einbettung genannt.
Zusammen mit den Plicker-Gleichungen ist Gr(l,n) eine glatte algebraische
projektive Varietit der Dimension In — [> = [ - (n — ) (sieche [BRW13] oder
|Har92, Lecture 6]).

Wir mochten hierzu ein kurzes Beispiel geben. Mit [ = 2 und n = 4 erhalten
wir eine Einbettung von Gr(2,4) in P° durch

(a, b) H(Zi Zz Zj Zj)H[xg:mlzxgzx3:x4:x5]

mit den (2>< 2)—Min0ren Ty = albg—agbl, I = albg—agbl, e, Ty = a3b4—a4b3.
Diese erfiillen die Gleichung

ToTs — T1T4 + X223 = 0,

d.h. die Grafmannsche Varietit Gr(2,4) ist isomorph zu der 4-dimensionalen
Quadrik

Q= {[ro:...:25] €P°| q(0,...,75) =0} (1.11)

mit der quadratischen Form ¢(zo, ..., x5) = xoxs — 124 + T223.

. Severi-Brauer- Varietdt: Sei K diesmal ein beliebiger Korper. Sei A eine (endlich-

dimensionale) zentral einfache Algebra iiber K, d.h. ihr Zentrum ist K -1, und
sie besitzt keine nicht-trivialen zweiseitigen Ideale. Dann definieren wir die (all-
gemeine) Severi-Brauer- Varietit SB;(A) als die Menge aller Rechtsideale  von
A mit Dimension dimg I = [ -v/dim A. Fiir [ = 1 schreiben wir kurz SB(A);
dies ist die eigentliche Severi-Brauer-Varietit von A, wie sie erstmals von F.
Chatelet definiert wurde (siche [KMRT98, Def. 1.16]).

Fiir den Spezialfall A = M, (K) besteht die Severi-Brauer-Varietdt SB(A) aus
allen Rechtsidealen I von M,,(K) der Dimension n. Dies entspricht der Menge

{B € M,(K) | rank B = 1}, (1.12)

welche isomorph zu dem projektiven Raum P"~! ist, indem B € M, (K) auf
eine nicht-triviale Spalte von B abgebildet wird. Wie wir im letzten Beispiel
gesehen haben, ist also SB(M,,(K)) ~ Gr(1,n). Dieses Resultat ldsst sich
verallgemeinern zu:

SBy(M,(K)) ~ Gr(l,n). (1.13)
Der Beweis findet sich z.B. bei [KMRT98, Thm 1.18].

Des Weiteren existiert fiir jede zentral einfache Algebra A des Grades
deg A = v/dim A = n ein kanonischer Isomorphismus

a: SBy(A) =5 SB,_(AP), (1.14)

welcher das Rechtsideal I C A der Dimension [ - n auf (I°)°P abbildet. Hierbei
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bezeichnet A°? die oppositionelle Algebra von A, also A = {a°? | a € A} mit
den Operationen

a® +b® = (a+b)°®, a®®-b® = (ba)?®, v-a® = (ya)®

fiir a,b € A und v € K. Die Notation I° bezeichnet den Annihilator des Ideals
I, welcher (fiir Rechtsideale) durch

I"={ze€Alz-I=0}

definiert wird und ein Linksideal in A ist. Somit lassen sich durch die Severi-
Brauer-Varietat, welche formal {iber die Rechtsideale von A definiert ist, eben-
so Informationen iiber ihre Linksideale ableiten (vgl. [KMRT9S8, S. 11 f.].

Wir mochten nun noch die Dimension der Severi-Brauer-Varietat untersuchen.
Hierzu stellen wir direkt folgende Behauptung auf:

Lemma 1.2.3. Sei A eine zentral einfache Algebra mit deg A = n. Dann gilt

dim SB;(A) = dim Gr(l,n) =1- (n —1). (1.15)

Beweis. Nach Bemerkung 1.1.27 gilt allgemein bei einer beliebigen Korperer-
weiterung L/ K fiir die K-Varietdt X und die L-Varietdt X Gleichheit in der
Dimension. Sei L nun der Zerfillungskérper von A, d.h. A ®x L ~ M, (L).
Dann gilt wegen (SB;(A)) ~ Gr(l,n)

dim SB;(A) = dim (SB;(A)); = dim Gr(l,n).

Dass die Dimension der Grafmannschen Varietdt Gr(l,n) genau [ - (n — ()
betragt, wurde bereits im letzten Beispiel bemerkt, jedoch nicht erlautert.
Den Beweis hierfiir werden wir an dieser Stelle nachholen.

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit fester Basis {ej,...,e,} und
U € Gr(l,n), also ein [-dimensionaler Untervektorraum von V' mit Basis
{ai,...,ai}, wobei a; = 377, aje; und a;; € K. Wie in Beispiel 5 fassen

wir die Koordinaten der Basiselemente in eine (I x n)-Matrix

aix a2 --- Aip
ag1 Qg2 -+ A2p

M = . . . € Mjyn(K).
app Q2 - A

Jeder Untervektorraum aus Gr(l,n) korrespondiert also mit einer (I x n)-
Matrix. Andersherum betrachtet ergibt eine solche (I x n)-Matrix M von Rang
[ einen Unterraum U. Zwei Matrizen M; und M ergeben denselben Unterraum
genau dann, wenn M; = C- M, fiir ein C' € GL;(K). Daraus folgt, dass Gr(l, n)
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genau aus den Orbits von der Varietdt solcher Matrizen bzgl. der Aktion von
GL; besteht, d.h.

Gr(l,n) = {M € My, | rank M =1} / GL;. (1.16)

Allgemein ist die Dimension eines Bahnenraums dim X/G = dim X — dim G.
Da die Dimension von My, gleich [ -n und jene von GL; gleich I? betrigt,
erhalten wir in unserem Fall

dim Gr(l,n) = dim My, —dim GL; =1-n—*=1-(n—1).
[

Der Beweis ldsst sich auch iiber den Stabilisator von Uy = (ey,...,e;) aus
Gr(l,n) fithren. Da die Gruppe GL,, transitiv auf Gr(l,n) wirkt, erhalten wir

Stab Uy = {g € GL,, | g(Up) = Up}. (1.17)

Der Stabilisator besteht also aus Matrizen der Form

Al B
9—(%) € GLx

mit A € Mlxl(K)> B € Mlx(nfl)(K)a 0e M(nfl)xl(K) und C € M(nfl)x(nfl)(K)-
Wegen
Gr(l,n) ~ GL, /Stab Uy (1.18)

berechnet sich die Dimension von Gr(l,n) als

dim Gr(l,n) = dim GL,, —dimStabU = n*> — (I*+ (n—1)*+1(n—1)) = I(n—1).

. Wir betrachten als Spezialfall die Grafmannschen Varietdt Gr(l,n) fiir [ = 1

und n = 2. Mit B bezeichnen wir die Borel-Untergruppe von GL,y, welche aus
oberen Dreiecksmatrizen besteht. Die Gruppe GLy operiert transitiv auf der
projektiven Gerade P! durch die Linksmultiplikation

<CCZ Z) [z0 : 71]" = [azo + bxy : cxp + dvy] € PL. (1.19)

Das Element [1 : 0] € P! besitzt dann den Stabilisator

Stab [1 : 0] = (S :)

also die Borel-Untergruppe B. Daher gilt nach Gleichung 1.18 die Isomorphie

P! ~ GLy/B. (1.20)



1.2 Projektive Varietdten

8. Kommen wir zuletzt noch einmal kurz auf die Segre-Einbettung zuriick. Fiir
die in Beispiel 6 behandelten Severi-Brauer-Varietdten betrachten wir die Ab-
bildung

(1J) > [®J (1.22)

fiir zwei verschiedene zentral einfache K-Algebren A und B. Dann entspricht
diese im Spezialfall | = m = 1 fir A = M,,1(K), B = M,1(K) der Segre-
Einbettung

P x P5 — ]P(n-l—l)(s-l-l)—l'

1.2.2 Glattheit

Ebenso wie fiir affine Varietdten konnen wir auch im projektiven Fall den Begriff
der Glattheit definieren.

Definition 1.2.4. Seien X C P" eine projektive Varietit und = ein Punkt aus X.
Mit I(X) = (f1,..., fi) sei das homogene Verschwindungsideal von X bezeichnet.
Dann heifst X glatt in z, falls

rank J(z) = n — dim(X). (1.23)

J(x) bezeichnet hierbei wieder die Jacobi-Matrix der homogenen Funktionen f; im
Punkt z € X.

Beispiel 1.2.5. Wir zeigen, dass der Twisted Cubic X C P? glatt ist [Hul12|. Dieser
ist gegeben durch die Punkte, auf denen die (2 x 2)-Minoren verschwinden:

det, (xo . “) — 0. (1.24)

Tr1 T2 I3

Mit & = [xo : 21 : @9 : 3] entspricht dies der Nullstellenmenge der drei quadratischen
Formen

611(I) = Tox2 — :E%J
C]2(l’) = T3 — T1T2,

q3(z) = 123 — atg

Der Twisted Cubic X der Dimension 1 wird also durch drei Quadriken der Dimension
2 ausgeschnitten. Als Jacobi-Matrix erhalten wir

) —2ZL‘1 Zo 0

J(x)= |23 —x2 —11 20|, (1.25)
0 I3 —2$2 T
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welche von Rang 2 ist. Damit erfiillt die Twisted Cubic die Bedingung der Formel
1.23 aus Definition 1.2.4 einer glatten projektiven Varietét.
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1.3 Zellulare Varietaten

Wir definieren nun die (relativ) zelluldre Varietdt und betrachten einige Beispiele.
Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 1.3.1. Eine Varietidt X iiber K heilst Zelle, falls ein n € N existiert, so-
dass X isomorph zum n-dimensionalen affinen Raum A, ist. Eine zelluldre Varietdt
ist eine projektive Varietéit, die eine endliche disjunkte Vereinigung von Zellen ist.
Das heift, sie besitzt eine zellulire Dekomposition.

Beispiel 1.3.2. 1. Die projektive Gerade P! = {[x¢ : x|} ist eine zellulire Va-
rietit: Die Untermenge X = {[x¢ : z1] | 7o = 0} = {[0 : 1]} C P! ist als Punkt
isomorph zu A°. Das Komplement P!\ X ist wie in Gleichung 1.9 isomorph
zum affinen Raum A', indem wir es mit {[1 : 7]} identifizieren. Also ist P!
zelluldr mit der Dekomposition

P! = A U pt.
2. Der n-dimensionale projektive Raum P" = {[zg : @1 : ... : x,]} ldsst sich
zerlegen in
P*"={[xg:a1:...:xn] |wo=0} U {[xo:a1:...:2,) | g #0}.  (1.26)

Diese Zerlegung ist isomorph zu P"~! L A", sodass wir durch Wiederholung
von 1.26 induktiv erhalten:

P~ A"UA™ L. UA Upt.
Daher ist P" eine zelluldre Varietét.

Bemerkung 1.3.3. Die Zerlegung des projektiven Raums X = P" ldsst sich als eine
Filtrierung durch abgeschlossenen Untervarietdten

Xo=P'">X,=P"'2>..0X, 1 =P' DX, =pt DX,y =0 (1.27)

mit X; \ X;1; ~ A’ fiir 1 < ¢ < n darstellen. Diese Eigenschaft der Filtrierung von
X = X, wird hin und wieder als Definition der zelluldren Dekomposition verwendet.

Definition 1.3.4. Sei X eine glatte, projektive Varietdt iiber K. Dann heifit X
relativ zelluldr, falls eine endliche, absteigende Filtration von abgeschlossenen Un-
tervarietaten

X:XoDXlaXQD...DXnDXn+1:@ (128)

existiert, sodass jedes Komplement E; = X;\ X;,1 eine affine Faserung der relativen
Dimension r; iiber einer glatten, projektiven Varietét Y; ( = Basis) ist, d.h. fiir alle
Punkte y € Y; ist f; ' (y) ~ Al (= der affine Raum iiber dem Restklassenkdrper

23



1 FEinfiihrung in die algebraische Geometrie

von y), wobei f; mit
E;
f{A;;(y) (1.29)
Y;

den projektiven Morphismus der Faserung bezeichnet. Es wird vorausgesetzt, dass
Y, = X,, (siehe auch [NZ06, Kap. 4]).

Bemerkung 1.3.5. Folgendes Diagramm zeigt, wie wir die Filtrierung zusammen mit
den affinen Faserungen darstellen méchten:

X=XoD0X1D0XeD...20X,, DX, 11
JA™ LA™ L JA™
Yo Y e Y,.
Des Weiteren sei bemerkt, dass es sich bei den abgeschlossenen Untervarietaten X;

fiir ¢ > 0 nicht notwendigerweise um glatte Varietéten handelt (siehe auch [Kar01,
Def. 6.19]).

Beispiel 1.3.6. 1. Jede zelluldre Varietét ist relativ zelluldr: Nehme Y; = pt fiir
alle 7.

2. Konkret fiir den projektiven Raum P™ haben wir z.B.

P'opt={[1:0:...:0]} D0
}A! } A
Pn—l pt,
wobei bei der ersten affinen Faserung fo([xo:...:x,]) = [z1: ... 2, ist.

3. Rost-Filtrierung: Wir méchten nun statt eines projektiven Raums eine projek-
tive Quadrik ) betrachten. Hierfiir verwenden wir die isotrope quadratische
Form

Q(x(h s 7xn) = ToT1 + q,<m27 s 7xn)7
wobei ¢’ wiederum eine quadratische Form sei. Damit erhalten wir die Quadrik
Q= {[xo: ... x,] € P"| q(xg,...,2,) = 0} der Dimension n — 1. Eine
Filtrierung von Xy = @ ist gegeben durch
XodXi=A{[rg:...:x1] €Q|ag=0} D Xo=pt={[0:1:0:...:0]} DO.

Fiir die erste Differenz erhalten wir nun die Menge

Xo\ Xy ={[xo:...: 2] €P" | w9 #0, wox1 + ¢ (22,...,1,) =0},
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welche durch die Definition y; := f}—o isomorph zu

{i, .. yn) €A" |1 + ¢ (42, ..., yn) = 0}

ist. Via (y1,...,Yn) — (Y2, ..., ys) erhalten wir wiederum einen Isomorphismus
nach A" Insgesamt haben wir

QDO{[ro:...:]€Q|ao=0}Dpt={[0:1:0:...:0]} D0
\LAn_l J/Al \LAO
pt Q pt
mit Q' = {[zy: ... x,] € P 2| ¢(2o,...,7,) = 0}. Die projektive Quadrik

@ ist also eine relativ zelluldre Varietét.
. Hyperbolische Quadrik: Sei nun Xy = () eine hyperbolische Quadrik der Di-
mension 2n,
Q={[zo:yo:m1:yr ... @y yn) € P inyizo}’
i=0
Dann erhalten wir als Folge von abgeschlossenen Untervarietiten:

XooXi={[ro:v0: - iTp Yy EP" | g =2, =... =2, =0} D0

Die Varietdt X ist isomorph zu {[yo : ... : y,]} = P™ und fiir die Differenz
X \ X; finden wir die Faserung

A™ n
foi Xo\X1—>{[LCOy0l’nyn]‘yozzanO}ZP

Insgesamt haben wir

Qo{lwo:vo:...:Tn:yn EP" ! pg=21=...=2,=0}D0
A" 1 AY
P" P".

Siehe zu diesem Beispiel auch [NZ06, 7.1|.

. Sei Gr(d, n) die Gralmannsche Varietit von d-dimensionalen Untervektorriu-
men im affinen Raum A”. Dann besitzt Gr(d, n) eine zelluldre Filtration, nim-

lich
Gr(d,n) D Gr(d,n—1) D 0.

Zur Betrachtung der affinen Faserung sei V' ein fester (n — 1)-dimensionaler
Unterraum von A". Dann existiert eine abgeschlossene Einbettung

Gr(d,n —1) — Gr(d,n)
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von glatten, projektiven Varietiten, wobei Gr(d,n — 1) mit der Varietdt der
d-dimensionalen Unterrdume in V' identifiziert wird. Dann ist das Komple-
ment £ = Gr(d,n) \ Gr(d,n — 1) ein Vektorbiindel tiber Gr(d — 1,n — 1).
Ein Element aus FE ist ein d-dimensionaler Unterraum, der V' entlang eines
linearen Unterraums der Dimension d — 1 schneidet und somit einen Punkt in
Gr(d — 1,n — 1) bildet. Die Menge all dieser Elemente aus F, die V' entlang
eines festen (d — 1)-dimensionalen Unterraums schneiden, kann sogar mit dem
affinen Raum der Dimension n — d identifiziert werden (sieche [NZ06, 7.3|). Wir
erhalten also

Gr(d,n) D Gr(d,n—1) D0
¢An—d
Gr(d—1,n—1).

Bemerkung 1.3.7. Zu der Filtration der Grakmannschen Varietit aus Beispiel 1.3.6
mochten wir eine weitere Herangehensweise prasentieren. Zunéchst schreiben wir
Gr(d,n) = GL, /P4, wobei P; C GL, die parabolische Untergruppe von GL, ist,
welche aus Matrizen der Art

x ok k% B

% k% % o

0 0 * %k

00 * }—”_d

besteht. Dann ist GL,, /Py D GL,,_1/Py ~ P,_1/(P,_1 NPy) ~ Gr(d,n — 1). Durch
das Entfernen der ersten Zeile und der ersten Spalte erhalten wir schliefslich

GLn/Pd D) Pnfl/(Pnfl N Pd) D Q)
J/An_d
P1/(P1NPy)

und Py /(P NPy) ~GL,,_1/Py_1 ~ Gr(d—1,n—1).

Unter der Voraussetzung d < n — d existiert auch eine Filtration von Gr(d,n) mit
affinen Faserungen folgender Art:

Gr(d,n)D ... D ... D ... D ... D...D0
L AT LA™ LAY L A°
Gr(d,n —d) Yo Yi  pt

mit Y, = Gr(d — m,d) x Gr(m,n — d). Fiir die Quadrik Gr(2,4) erhalten wir also
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wegen Gr(1,2) ~ P
Gr(2,4)D> X3 D pt DO
LA LAY LAY
pt P! x P! pt.

Betrachten wir nun X = Sp,, /P,,, wobei Sp,,, die symplektische Gruppe ist, d.h.
eine Untergruppe von GLy,, welche fiir char(K') # 2 definiert ist als:

Sps,, :={A € GLy, | ATI,A = 1,},

0 E,

wobeil I, = (_En 0

) mit der (n X n)-Einheitsmatrix £, ist. Dann haben wir die
Filtration
Sp2n/Pn:Xn+1UXnU...X1 DX, U... X1 D...0X; :pt3®

d(d+1)
mit Xgp1 A7, Gr(d,n). Zu diesem und dem vorhergehenden Beispiel siehe auch
[CGMO5, § 9].
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2 Schnitt-Theorie

In diesem Kapitel ist unser Ziel die Definition der Schnitt-Theorie sowie darauf
aufbauend die Konstruktion der Kategorie der Motive. Hierzu starten wir in Ab-
schnitt 2.1 mit der Einfithrung der orientierten Kohomologie-Theorien. Wir unter-
suchen die beiden Kategorien Schyi und Smpyg und definieren schliefslich den Begriff
der orientierten Kohomologie-Theorie. Im Anschluss beschéftigen wir uns mit den
Chern-Klassen sowie den formalen Gruppengesetzen.

Zentrales Beispiel einer orientierten Kohomologie-Theorie ist die Schnitt-Theorie,
auch Chow-Theorie genannt. Diese leiten wir in Abschnitt 2.2 basierend auf dem
Begriff der I-Zykel und der rationalen Aquivalenz her. Wir untersuchen schlieRlich
auch den Pull-back sowie den Push-forward von Chow-Gruppen und prasentieren
das wichtige Theorem 2.2.10 iiber die Dekomposition von Chow-Gruppen relativ
zelluldrer Varietdten. Mithilfe dieses Theorems lassen sich einige Chow-Ringe be-
stimmen.

Die Konstruktion der Chow-Motive in Kapitel 2.3 erfolgt in zwei Schritten. Erst
wird die Kategorie der Korrespondenzen definiert, worauf die Kategorie der Motive
schlielich aufbaut. In Abschnitt 2.4 fithren wir die Tate-Motive und den Tate-Twist
ein. Dies und das Theorem 2.4.8 iiber die Dekomposition des Motivs einer relativ
zelluldren Varietédt sind sehr niitzlich fiir die Untersuchung und Bestimmung von
Motiven.

2.1 Orientierte Kohomologie-Theorien

Wir beginnen dieses Kapitel mit einigen Notationen und Vereinbarungen, wobei wir
uns eng an |[LMO7| orientieren. Zunéchst mochten wir jedoch einige Begriffen aus
der Kategorientheorie wiederholen.

2.1.1 Kategorientheorie

Eine Kategorie C besteht zum einen aus einer Klasse Ob(C) von Objekten und zu
je zwei Objekten X,Y € Ob(C) einer Menge Mor¢(X,Y') von Morphismen von X
nach Y. Diese Morphismenmengen sind paarweise disjunkt. Zum anderen enthélt
die Kategorie die Verkniipfungsabbildungen

More(Y, Z) x More(X,Y) — More(X, Z) (2.1)

mit (g, f) — g o f, welche assoziativ sind. Des Weiteren existiert zu jedem Objekt
X € Ob(C) ein Identitdtsmorphismus idx € More(X, X). Eine Unterkategorie D
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von C ist eine Kategorie, deren Objekte Ob(D) eine Teilklasse von Ob(C) und deren
Morphismenmenge Morp(X,Y') zu je zwei Objekten X,Y in D eine Teilmenge von
More(X,Y) ist. Stimmen die Morphismenmengen von D mit jenen von C iiberein, so
heifst D wolle Unterkategorie. Die duale Kategorie C° zu einer Kategorie C besteht
aus denselben Objekten Ob(C°?) = Ob(C), jedoch zeigen in C°P alle Pfeile der Mor-
phismen in die andere Richtung: Ein Pfeil f : X — Y in C° ist ein Pfeil f : Y — X
in C, d.h. Morcer (X, Y) = More(Y, X). Fiir Details siehe z.B. [Awo08].

2.1.2 Die Kategorien Schiy und Smy

Sei K ein beliebiger Korper. Dann bezeichnen wir die Kategorie der separierten Sche-
mata iiber i mit Schy und dessen Unterkategorie der glatten und quasi-projektiven
Varietiten iiber K mit Smy. Eine Varietit heilst dabei quasi-projektiv, falls sie offene
Teilmenge einer projektiven Varietét ist, vgl. [Har77, S. 10].

Fiir einen Punkt z € Z € Smyg bezeichnen wir mit dimg(Z, z) die Dimension
der zusammenhdngenden Komponente von Z, die z enthilt, iiber K. Ein Morphis-
mus f Y — X in Smy ist von relativer Dimension d, falls fiir alle y € Y gilt:
dim(Y,y) — dim(X, f(y)) = d. Es ist ebenso gebrauchlich, in diesem Fall zu sagen,
f sei von relativer Kodimension —d. Sei nun V eine volle Unterkategorie von Schy,
welche folgende Eigenschaften besitzt:

1. Sowohl das Spektrum Spec(K) als auch die leere Menge liegen in V.
2. Fiir zwei Objekte X,Y € V gilt, dass auch das Produkt X X Y in V liegt.

3. Genauso soll die disjunkte Vereinigung X U Y zweier Objekte aus V in V
enthalten sein.

4. Ist Y — X ein glatter, quasi-projektiver Morphismus in Schx mit X € V), so
folgt daraus Y € V.

Eine solche Unterkategorie V wird manchmal als zuldssig (engl. admissible) be-
zeichnet. Die aufgezéhlten Eigenschaften werden beispielsweise von Smy erfiillt.
Insbesondere enthilt jede zuldssige Unterkategorie V von Schy die Kategorie Smp.
Das Kiirzel R" bezeichne die Kategorie der kommutativen, graduierten Ringe mit
Einselement. Ein graduierter Ring ist ein Ring R zusammen mit einer Dekomposi-
tion R = @~ 5S¢ von R in eine direkte Summe von abelschen Gruppen Sy, sodass
fiir d,e > 0 gilt, dass S-S, C Syye (vgl. z.B. [Har77, S. 9]). Wir nennen einen
Funktor A* : Sm$ — R* additiv, falls A*()) = 0 und fiir alle (X,Y) € Sm7 die
kanonische Abbildung A*(X UY) — A*(X) x A*(Y) ein Isomorphismus ist.

2.1.3 Definition der orientierten Kohomologie-Theorie

Wir prisentieren nun die Definition und Axiome einer orientierten Kohomologie-
Theorie (siehe [LMO7, Def. 1.1.2]). Zu den verwendeten Begriffen der (algebraischen)
Vektorbiindel siehe z.B. [Har77, Kap. 2, § 5] oder [Sha74, Kap. 6.1.2].
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Definition 2.1.1. Sei V eine zuldssige Unterkategorie von Schy. Dann ist eine
orientierte Kohomologie-Theorie auf V gegeben durch

D1 Einen additiven Funktor A* : V°P — R".

D2 Fiir jeden projektiven Morphismus f : Y — X in V von relativer Kodimension
d existiert ein Homomorphismus von graduierten A*(X)-Moduln:

fot A5(Y) — ATY(X). (2.2)

Durch den Ringhomomorphismus f* : A*(X) — A*(Y) erhdlt A*(Y) die
Struktur eines A*(X)-Moduls.

Die orientierte Kohomologie-Theorie erfiillt

Al Fiir jedes X € V gilt (idx). = ida«(x). Sind dariiber hinaus zwei projektive
Morphismen gegeben durch f : Y — X und g : Z — Y in V, wobei f von
relativer Kodimension d und g von relativer Kodimension e sei, so gilt

(fog) = fiog,: A (Z) = ATdTe(X). (2.3)

A2 Seien f: X — Z und g:Y — Z zwei transversale® Morphismen in }V mit dem
Faserprodukt

!

| (A e

A

Vorausgesetzt, f ist projektiv und von relativer Kodimension d (und somit
auch ), so gilt g*f. = flg"™*.

PB Sei £ — X ein Vektorbiindel von Rang n iiber X in V und O(1) — P(E) das
kanonische Quotienten-Geradenbiindel mit Nullschnitt s : P(E) — O(1). Sei
1 € A°(P(F)) das multiplikative neutrale Element und definiere

= s5"(s.(1)) € AY(P(E)).
Dann ist A*(P(E)) ein freier A*(X)-Modul mit der Basis

(1,€,€%,...,6mh).

'Zwei Morphismen f : X — Z und g : Y — Z heifen transversal in V, falls einerseits
TOI"(?Z(Oy,Ox) = 0 fiir alle ¢ > 0 und andererseits das Faserprodukt X xz Y in V liegt.
Tor, bezeichnet hierbei die ¢-te Linksableitung des Tensorfunktors und Oy die Strukturgarbe
eines Schemas V.
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EH Sei £ — X ein Vektorbiindel iiber X in V und sei p : V — X ein E-Torsor.
Dann ist p* : A*(X) — A*(V) ein Isomorphismus.

Ein Morphismus von orientierten Kohomologie-Theorien auf V ist eine natiirliche
Transformation von Funktoren V°P — R*, welche mit den Abbildungen f, kommu-
tieren. Morphismen der Form f* werden Pull-backs und jene der Form f, werden
Push-forwards genannt.

Bemerkung 2.1.2. 1. Aus Eigenschaft D2 folgt die Projektionsformel:
Firy € A*(Y) und z € A*(X) gilt

2. Das Axiom PB wird in der Literatur als projective bundle formula und EH
als extended homotopy property bezeichnet.

2.1.4 Chern-Klassen

Sei nun V = Smy, A* eine orientierte Kohomologie-Theorie darauf und £ — X
ein Vektorbiindel von Rang n iiber X. Dann folgt aus Axiom PB, dass eindeutige
Elemente ¢;(E) € AY(X), i € {0,...,n}, existieren, sodass co(F) = 1 und

n

S (1B = 0. (2.5)

i=0
Das Element ¢;(E) heifst i-te Chern-Klasse des Vektorbiindels (sieche [LMO07, S. 2 £.]).

Die Chern-Klassen lassen sich durch eine Reihe von Eigenschaften charakterisieren:

1. Fiir jedes Geradenbiindel L iiber X € Smy ist ¢;(L) = s*s.(1) € AY(X),
wobei s : X — L den Nullschnitt bezeichnet.

2. Fiir jeden Morphismus f : Y — X aus Smy und jedes Vektorbiindel E iiber
X gilt fiir alle ¢ > 0:
ci(f7(E) = [*(a(E)). (2.6)

3. Whitney-Produkt: Falls
0—-E —-FE—E"—0

eine exakte Sequenz von Vektorbiindeln ist, dann gilt fiir ein n > 0:

n

cn(B) =Y ci(E)eai(E"). (2.7)

1=0
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Sind zwei Geradenbiindel L und M iiber X € Smy gegeben, so gilt nach A. Gro-
thendieck folgende Formel:

(L ® M) = ci(L) + ca(M). (2.8)

Laut D. Quillen ist diese Aussage jedoch im Allgemeinen nicht giiltig. Nach Einfiih-
rung der sogenannten formalen Gruppengesetze konnen wir allerdings ein Resultat
von D. Quillen présentieren, welches ¢;(L ® M) allgemein giiltig beschreibt.

2.1.5 Formales Gruppengesetz

Ein (kommutatives) formales Gruppengesetz von Rang 1 mit Koeffizienten in A ist
ein Paar (A, F') bestehend aus einem kommutativen Ring A und einer formalen
Potenzreihe F,

F(u,v) = Zaivju%j € Allu, v]],
sodass folgende Eigenschaften gelten;
1. F(u,0) = F(0,u) = u € Al[u]].
2. F(u,v) = F(v,u) € Allu,v]].
3. F(u, F(v,w)) = F(F(u,v),w) € Alu,v,w]].

Die symmetrische Eigenschaft 2. ist fiir ein formales Gruppengesetz, welches nicht
notwendig kommutativ ist, optional. Ein einfaches Beispiel fiir ein formales Grup-
pengesetz ist das additive formale Gruppengesetz, welches gegeben ist durch:

Fo(u,v) = u+wv. (2.9)

Es folgt nun ein Lemma mit der Aussage von Quillen, siehe auch [LM07, Lem.
1.1.3] und [Qui7l, Prop. 2.7|.

Lemma 2.1.3. Sei A* eine orientierte Kohomologie-Theorie auf Smy. Dann ver-
schwindet fiir jedes Geradenbiindel L iber X € Smy die Klasse ¢1(L)™ fiir gentigend
grofses n. Ferner existiert eine eindeutige Potenzreihe

Fa(u,v) = Zai,juivj € A*(pt)|[u, v]]

i?j

mit a;; € A7 (pt), sodass fir jedes X € Smy und fiir jedes Paar von Geraden-
biindel L, M diber X gilt:

Fa(cr(L), er(M)) = e (L @ M). (2.10)

Des Weiteren handelt es sich bei dem Paar (A*(pt), Fa) um ein kommautatives for-
males Gruppengesetz von Rang 1.
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2.1.6 Chow-Theorie und Grothendiecks K°-Funktor

Wir moéchten nun zwei Beispiele fiir orientierte Kohomologie-Theorien anfiihren,
wobei ersteres, die Chow-Theorie, im weiteren Verlauf dieser Arbeit wesentlicher
Gegenstand unserer Untersuchungen sein wird.

Beispiel 2.1.4. 1. Die Chow-Theorie CH" ist eine orientierte Kohomologie-
Theorie auf Smp. Der Ring CH*(X) fiir ein X € Smy wird auch Chow-Ring
von X genannt. Das formale Gruppengesetz, welches wir auf CH(pt) = Z
erhalten, ist in diesem Fall gegeben durch das additive Gruppengesetz

F,(u,v) =u+v.

2. Eine weitere orientierte Kohomologie-Theorie ist gegeben durch Grothendiecks
K°-Funktor X — K°(X), wobei eine glatte Varietit X auf die Grothendieck-
Gruppe K°(X) von lokal freien kohirenten Garben auf X abgebildet wird.
Das Tensorprodukt von Garben induziert hierbei eine kommutative, unitéire
Ringstruktur auf K°(X). Jedoch betrachten wir an seiner Stelle den graduier-
ten Ring

KOO8, 571 1= K(X) 92216, 67'),

wobei Z[3, '] der Ring der sogenannten Laurent-Polynome in der Variablen
B von Grad —1 ist. Ein Laurent-Polynom p iiber Z ist von der allgemeinen
Form p(8) = Y .oz axB* mit Koeffizienten ), € Z, von denen nur endlich
viele von Null verschieden sind. Fiir jeden Morphismus f : Y — X finden wir
dann Pull-backs f* und Push-forwards f,, anhand derer man die notwendigen
Eigenschaften einer orientierten Kohomologie-Theorie iiberpriifen kann. Weiter
erhalten wir als Potenzreihe Fo das multiplikative formale Gruppengesetz

Fo(u,v) = u+v— fuv.

Details zu diesem Beispiel sind zu finden in [LMO07, Bsp. 1.1.5].

Eine orientierte Kohomologie-Theorie A* auf Smy, deren formales Gruppengesetz
F4 dem additiven Gruppengesetz entspricht, wird normal genannt. Ist F)4 hingegen
wie in Beispiel 2 gegeben durch Fa(u,v) = u+ v — buw fiir ein eindeutig bestimmtes
b € AY(pt), so heikt A* multiplikativ. Falls b eine Einheit in A*(pt) ist, so heifit
die orientierte Kohomologie-Theorie periodisch. Es gibt zwei Theoreme, zu finden in
[LM07, Thm. 1.2.2] und [LM07, Thm. 1.2.3], welche besagen, dass in Charakteristik
Null der Chow-Ring-Funktor CH* die universelle normale orientierte Kohomologie-
Theorie auf Smy und K°[3, 37!] die universelle multiplikative und periodische ori-
entierte Kohomologie-Theorie auf Smy ist. Die Charakterisierung aus Beispiel 2.1.4
zusammen mit der universellen Eigenschaft kénnen wir als unsere erste Definition
von CH* ansehen.
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2.1.7 Universelle Kohomologie-Theorie

Wir moéchten zum Schluss dieses Abschnitts zwei Resultate présentieren, welche in
[LMO7] in deren Hauptuntersuchungen einfiihren.

Theorem 2.1.5 ([LMO07], Thm. 1.2.6). Sei der Kérper K von Charakteristik Null.
Dann existiert eine universelle orientierte Kohomologie-Theorie auf Smpy, welche
wir mit

X — Q(X)
bezeichnen. Dann existiert fiir jede orientierte Kohomologie-Theorie A* auf Smy

ein eindeutiger Morphismus
90" — A*

von orientierten Kohomologie- Theorien.

Diese universelle Theorie 2* wird im Englischen algebraic cobordism genannt. Eine
charakteristische Eigenschaft von %, welche nicht auf offensichtliche Weise aus der
Universaleigenschaft folgt, ist gegeben durch dieses Theorem:

Theorem 2.1.6 (|[LMO07], Thm. 1.2.8). Sei i : Z — X eine abgeschlossene Ein-
bettung von glatten Varietiten tber K und d die Kodimension von Z in X, also
d=dimX —dim Z. Sei U := X\ Z und j : U — X die offene Finbettung des
Komplements von Z. Dann ist die Sequenz

O (Z) 5 (X)L ' (U) = 0
exakt.

Dieses Theorem werden wir im Zusammenhang mit der Chow-Theorie in Ab-
schnitt 2.2 aufgreifen.
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2 Schnitt-Theorie

2.2 Geometrische Definition der Schnitt-Theorie

In diesem Abschnitt wollen wir eine bestimmte orientierte Kohomologie-Theorie
definieren, die sogenannte Schnitt-Theorie oder auch Chow-Theorie. Dies ist nach
Abschnitt 2.1.6 die zweite mogliche Definition von CH*. Hierzu bendtigen wir einige
Vorbereitungen und nutzen im Wesentlichen das Werk von W. Fulton [Ful98| als
Grundlage.

2.2.1 Ordnung und Zykel

Im Folgenden sei X ein algebraisches Schema iiber dem Korper K. Mit K(X) be-
zeichnen wir den rationalen Funktionenkoérper von dem Schema X, wobei dessen
Elemente, die von Null verschieden sind, die multiplikative Gruppe K (X)* bilden.
Des Weiteren bezeichnen wir nun mit Oy x den lokalen Ring von X entlang der
Untervarietdt V von X, d.h. die Lokalisierung des Koordinatenrings in dem zu V'
korrespondierenden Primideal. Dieser lokale Ring ist ein eindimensionaler diskreter
Bewertungsring, wenn X glatt ist. Fiir eine Funktion r € K(X)* definieren wir die
Ordnung ordy (r) des Verschwindens von r auf V' dann wie folgt: Jedes r € K(X)*
kann als Quotient § mit a,b € A = Oy x geschrieben werden und wir setzen

ordy (r) = ordy (a) — ordy (b).

Hierbei ist dann ordy (a) bzw. ordy (b) definiert als die diskrete Bewertung von a
bzw. b. Diese ordnet einem Element ¢ aus A, welches wiederum geschrieben werden
kann als ¢ = u - t™, wobei u eine Einheit in A und ¢ ein Erzeuger des maximalen
Ideals von A sind, die natiirliche Zahl m zu.

Definition 2.2.1. Ein [-Zykel auf X ist eine endliche formale Summe
> Vi (2.11)

mit n; € Z, wobei V; abgeschlossene [-dimensionale Untervarietdten von X sind.
Die Gruppe aller [-Zykel von X ist eine freie abelsche Gruppe, welche von allen
[-dimensionalen abgeschlossenen Untervarietdten von X erzeugt wird, und wird mit
Z1(X) bezeichnet. Eine Untervarietit V' von X korrespondiert mit [V] in Z;(X).

2.2.2 Definition der Schnitt-Theorie

Essentiell fiir die Einfiihrung der Schnitt-Theorie ist die Definition der rationalen
Aquivalenz.

Definition 2.2.2. Sei W eine (I + 1)-dimensionale Untervarietdt von X und

r € K(W)* eine rationale Funktion ungleich Null auf W. Dann definieren wir den
[-Zykel [div(r)] als

[div(r)] := Z ordy (r)[V],
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2.2 Geometrische Definition der Schnitt-Theorie

die Summe iiber alle Untervarietdten V' von W der Kodimension codim(V) = 1
in W. Ein [-Zykel « ist rational dquivalent zu Null, geschrieben o ~ 0, falls eine
endliche Menge von (I+1)-dimensionalen Untervarietiten W; von X und Funktionen
ri € K(W,;)* existieren, sodass

a= Z[div(ri)].

i

Bemerkung 2.2.3. Auch wenn X glatt ist, sind die Untervarietdten W und V in den
letzten beiden Definition nicht unbedingt glatt. Dies verkompliziert im Allgemeinen
die Verwendung des Ordnungsbegriffs ordy (r). Wir mochten hierzu auf [Ful98, § 1.3]
und [Murl0, § 1] verweisen.

Wegen [div(r~!)] = —[div(r)] bilden jene I-Zykel, die rational dquivalent zu Null
sind, eine Untergruppe von Z;(X), welche wir mit Rat;(X) bezeichnen wollen. Die
Gruppe von [-Zykeln modulo rationaler Aquivalenz auf X ist die Faktorgruppe

CHZ(X) = ZZ(X)/Ratl(X)

Diese Faktorgruppe CH;(X) ist die Schnitt-Theorie bzw. Chow-Theorie oder auch
Chow-Gruppe.

Definition 2.2.4. Sei Z.(X) bzw. CH,(X) definiert als die direkte Summe von
Z)(X) bzw. CHy(X) fiir | = 0,1,...,dim(X). Dann heift ein Element aus Z.(X)
bzw. CH,(X) Zykel bzw. Zykel-Klasse auf X.

Ist « eine Zykel-Klasse in CH,(X), so bezeichnen wir mit {a}, jeweils die Kom-
ponente von o in CH;(X), also oo = ), {a};. Ein Zykel heifit des Weiteren positiv,
falls er nicht Null ist und jeder seiner Koeffizienten n; eine positive ganze Zahl ist.
Folglich heiftt eine Zykel-Klasse positiv, falls sie durch einen positiven Zykel repra-
sentiert werden kann.

Beispiel 2.2.5 ([Ful98|, Bsp. 1.3.1). 1. Ein Schema X und sein reduziertes Sche-
ma X,.q besitzen dieselben Untervarietiten, weshalb die Gruppen der Zykel
und somit die Gruppen der Klassen der rationalen Aquivalenz isomorph sind:

CHZ(X) ~ CH[(Xred).

2. Sei X eine disjunkte Vereinigung von Schemata Xi,...,X;. Dann gilt
Z.(X) = P Z.(X;) sowie

CH,(X) = é CH,(X,).

3. Sind X; und X, abgeschlossene Unterschemata von X, so existiert eine exakte
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2 Schnitt-Theorie

Sequenz

CH[(Xl N XQ) — CH[(Xl) D CH[(XQ) — CH[(Xl U XQ) — 0.

2.2.3 Definition des Chow-Rings

Sei im Folgenden X eine glatte Varietdt der Dimension n. Dann setzen wir
CHP(X) := CH,_,(X).

Falls f : X — Y ein Morphismus ist mit glattem Y, so existiert ein Pull-back f*,
welcher die Graduierung erhalt:

f* 1 CHP(Y) — CHP(X).

Fiir Ndheres zu Pull-back und Push-forward siehe Abschnitt 2.2.4.
Wir kénnen nun den Chow-Ring CH*(X') wie folgt definieren:

dim(

X)
CH*(X) := @5 CH(X). (2.12)

Hierbei handelt es sich um einen kommutativen Ring bzgl. des Schnitt-Produkts,
welches eine Abbildung

CH*(X) ® CH'(X) — CHF(X)

fiir alle [,m auf folgende Weise definiert: Fiir glattes X ist die Diagonale
A : X — X x X eine reguldre Einbettung der Kodimension n mit n = dim X.
Das (globale) Schnitt-Produkt ist die Komposition

CH,p(X) ® CH,(X) 25 CHppap (X % X) 25 CHypgpon(X),

wobei A* auch Gysin-Homomorphismus genannt wird (siche [Ful98, § 8.1]). Wir
schreiben dann z -y := A*(z x y) fir x € CH,,(X) und y € CH,(X). Nach ent-
sprechender Umbenennung der Indizes erhalten wir die oben angegebene Produkt-
Abbildung fiir CH*(X) und CH'(X). Des Weiteren setzen wir noch CH(X) = 0 fiir
alle [ < 0 und [ > dim(X).

Beispiel 2.2.6. 1. Sei X eine glatte, irreduzible Varietit. Dann ist
CH(X) = Z.

2. Sei X = Al die affine Gerade. Da A! glatt und irreduzibel ist, gilt zunéchst
CH°(A') = Z. Um den Chow-Ring von A! zu bestimmen, fehlt uns nach der
Definition

CH*(A') = CHY(A") @ CH'(A')
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2.2 Geometrische Definition der Schnitt-Theorie

noch die Chow-Gruppe CH'(A') = CHy(A!). Die Gruppe der 0-Zykel auf
Al ist Zo(AY) = {3 n;[Vi]}, wobei V; O-dimensionale Punkte sind. Mit den
Bezeichnungen aus Definition 2.2.2 ist W = X = A! der Dimension 1 und
[div(r)] = ), ordy,(r)[Vi] die Summe iiber genau diese abgeschlossenen 0-
dimensionalen Punkte V;. Wir mochten nun diese Summe genauer bestimmen.
Den Raum A! konnen wir nach Abschnitt 1.1 mit dem Spektrum Spec(K|[z])
identifizieren. Die abgeschlossene Punkte V; entsprechen hier nicht-trivialen
Primidealen (bzw. den hierzu korrespondierenden irreduziblen Polynomen).
Das benétigte r € K(x)* = Quot™(K[z]) ist eine rationale Funktion; wir
schreiben r = ¢ mit a,b € K[z]. Nun setzen wir f; fiir jenes Polynom, welches
zu V; korrespondiert. Dann ist die Berwertung ordy,(a) die hochste Potenz
von f;, die a teilt. Bei der Wahl r := f; folgt dann

[div(r)] = Zordw(fj)[‘/z] = [Vj] ~ 0.

Da wir dies bei variierendem Polynom f; fiir jedes Primideal V; erhalten, folgt
insgesamt CHp(A') = 0 und somit

CH*(A!) ~ Z.

Es sei bemerkt, dass allgemein fiir den n-dimensionalen affinen Raum A" gilt,
dass CHy(A"™) = 0 fiir £ < n und CH,(A") = CH"(A") = Z.

. Bei der projektiven Geraden P! sieht der Chow-Ring anders aus: Einerseits
gilt fiir die erste Chow-Gruppe wieder CH’(P') = Z, jedoch verschwindet die
Gruppe CH'(P') nicht wie im affinen Fall. Denn wir erhalten fiir den 0-Zykel
wegen P! = A U {o0}:

[div(r)] = Z ordy, (r)[Vi] + ord (r)[oc],

%

wobei die Summe iiber alle 0-dimensionalen abgeschlossenen Punkte V; von A!
gebildet wird. Fiir die letztere Ordnung setzen wir durch den Ubergang ¢t — %:

ordy(a(t)) = ordg(a(1/t)) = —deg(a).
Mit derselben Methode wie im affinen Fall erhalten wir
[div(f;)] = [V;] — deg(f;) - [oo] ~ 0

bzw. [V;] = deg(f;) - [oo] fiir alle j und schlieRlich CH'(P') = Z[oc] ~ Z. Der
Chow-Ring von P! ist demnach

CH*(P) =Z & Z.
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Auch hier lésst sich eine allgemeine Formel fiir den Chow-Ring des n-dimensio-

nalen projektiven Raums P* finden, nimlich CH*(P") = @] Z.

Bemerkung 2.2.7. Fiir ein Schema X iiber K und p € Z existiert eine dritte Defini-
tion der Chow-Gruppe CH,(X):

CHy(X) = Coker | | | Ki(K(2) ™ || Ko(K())]. (2.13)

TE€X(pt1) 2€X(p)

Hierbei bezeichnet X,,1) bzw. X,y die Menge aller Punkte von X der Dimension
p+1 bzw. p. Des Weiteren ist K (K (z)) = K(x)* und Ko(K(x)) = Z, wobei K, (K)
den graduierten Milnor-Ring von K bezeichnet, siche [EKMO08, S. 261].

2.2.4 Pull-back und Push-forward

Wir werden nun noch etwas genauer auf den Pull-back f* und Push-forward f, von
Chow-Gruppen eingehen (siehe hierzu auch [Ful98, 1.4,1.7]). Sei hierfiir zunéchst ein
flacher Morphismus f : X — Y der relativen Dimension n gegeben. Ein Morphismus
f heit dabei flach, falls fiir affine offene Mengen U C Y und U’ C X mit f(U') C U
die induzierte Abbildung f*: A(U) — A(U’) von K-Algebren den Zielraum A(U’)
zu einem flachen A(U)-Modul werden lésst. Die Bezeichnung A(U) steht fiir den
Koordinatenring von U. Beispiele hierfiir sind:

1. eine offene Einbettung; hier ist n = 0.

2. die Projektion eines Vektorbiindels, eines A™-Biindels oder eines projektiven
Biindels zu seiner Basis.

3. die Projektion von einem kartesischen Produkt 7 = X x Y auf die erste
Komponente.

4. jeder dominante Morphismus (d.h. das Bild f(X) ist dicht in Y') von einer
(n 4 1)-dimensionalen Varietét in eine glatte Kurve.

Fiir eine solche Abbildung f und jede Untervarietdt V von Y setzen wir dann

wodurch wir den Pull-back f* : CH*(Y) — CH"(X) erhalten. Diese Abbildung
wird auch flacher Pull-back genannt. Fiir allgemeine Morphismen ist es wesentlich
schwieriger, den Pullback zu definieren.

Sei nun f : X — Y ein echter (oder auch eigentlicher) Morphismus, also separiert
und universell abgeschlossen, d.h. fiir alle Y’ — Y bildet der induzierte Morphismus
X xy Y’ — Y abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab. Fiir jede Un-
tervarietdt V' von X ist dann das Bild W = f(V') eine abgeschlossene Untervarietét
von Y. Es existiert dann eine induzierte Einbettung von K (W) in K(V'), bei welcher
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es sich um eine endliche Korpererweiterung handelt, falls W und V' von derselben
Dimension sind. Wir setzen daher

[ K(V): KW)], falls dim(W) = dim(V),
deg(V/W) = { 0, falls dim(W) < dim(V),

wobei mit [K (V) : K(W)] der Grad der Kérpererweiterung bezeichnet wird. Nun
definieren wir

folV] i= deg(V/W)[W]
und erhalten hierdurch den Push-forward f, : CH,(X) — CH.(Y).

Beispiel 2.2.8. Wir betrachten die Abbildung f : X — Spec(K) von einer projek-
tiven Varietidt X in das Spektrum des Korpers K, welches einem Punkt bzw. dem 0-
dimensionalen affinen Raum A° entspricht. Daher ist die Chow-Gruppe
CH,(Spec(K)) = Z fiir [ = 0 und Null sonst. Wir haben also fiir [ = 0 den Push-
forward

f« : CHo(X) — Z,

bei welchem ein 0-Zykel [V] € CHy(X) auf den Grad der Korpererweiterung
[K(V) : K(f(V))] = [K(V) : K(pt)] = [K(V) : K] abgebildet wird. Dies ist die
sogenannte Gradabbildung fiir 0-Zykel o = >, np[P] von X mit O-dimensionalen
Punkten P in X und wird geschrieben als

deg(a):/xoz::an[K(P):K],

wobei K (P) der Restklassenkorper von P ist.

Fiir die Chow-Theorie sind alle Axiome der orientierten Kohomologie-Theorien
erfiillt, insbesondere das Theorem 2.1.6 iiber die Lokalisierungsfolge der universellen
Theorie Q*. Sei hierfiir X glatt und ¢ : Z — X eine abgeschlossene Einbettung
von Varietiten. Sei U das Komplement von Z in X mit der offenen Einbettung
j U — X. Dann ist die Folge

CH,(Z) % CHy(X) L5 CH(U) — 0

eine exakte Sequenz (siche auch [Ful98, Prop. 1.§]).

Des Weiteren lésst sich eine niitzliche Aussage iiber die flachen Pull-backs von
affinen Biindeln formulieren. Hierzu sei wiederholt, dass ein Schema F zusammen
mit, einem Morphismus p : F — X ein affines Biindel vom Rang n iiber X ist, falls
X eine offene Uberdeckung U,, besitzt und ein Isomorphismus

p H(Uy) =~ U, x A"

existiert, sodass p eingeschrinkt auf das Urbild p~'(U,) mit der Projektion von
U, x A" nach U, korrespondiert.
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Proposition 2.2.9. Sei p : E — X ein affines Biindel vom Rang n. Dann ist der
flache Pull-back
p*: CH(X) — CHY(E)

surjektiv fir alle [.
Beweis. Siehe [Ful98, Prop. 1.9]. O

Man kann zeigen, dass der Pull-back p* : CH'(X) — CH!(E) sogar immer ein
Isomorphismus ist (siehe [Ful98, Thm. 3.3(a)]). Somit entspricht diese Eigenschaft
der Homotopieinvarianz, d.h. Axiom EH aus Definition 2.1.1. Hieraus folgen zu-
sammen mit der Eigenschaft der Lokalisierungsfolge beispielsweise die Aussagen be-
ziiglich der Chow-Gruppen von A" und P" des Beispiels 2.2.6. Insbesondere gilt fiir
X = Spec(K) = pt, dass CH'(pt) ~ CH'(A™).

2.2.5 Theorem iiber die Dekomposition von Chow-Gruppen

Ein wichtiges Resultat, welches fiir die Bestimmung des Chow-Rings einer Varietét
sehr niitzlich ist, ist das

Theorem 2.2.10 (Dekomposition von Chow-Gruppen). Sei X eine glatte, projek-
tive Varietdt uber K. Des Weiteren sei X relativ zelluldr mit der Filtration

X=XyD2X;D...0X,D0.

Mit r; sei die relative Dimension der affinen Faserung E; = X; \ X1 dber der
glatten, projektiven Varietat Y; bezeichnet. Dann existiert ein Isomorphismus

CH'(X) ~ H CH' (V).
=0

von Gruppen.
Fiir Details und den Beweis siehe [Kar0l, Thm. 6.5].

Beispiel 2.2.11. 1. Betrachten wir die Filtrierung des n-dimensionalen projek-
tiven Raums P" aus Bemerkung 1.3.3,

PPl oP 25 ... D0

Setzen wir X; = P"*, so ist jede Differenz E; = X;\ X;; isomorph zu A’ und
somit eine affine Faserung der relativen Dimension r; = n — ¢ iiber dem Punkt
Y; = pt. Da wir bereits wissen, dass CH(pt) ~ CH°(A*) = Z und CH'(pt) = 0
fiir [ # 0, erhalten wir mit Theorem 2.2.10 die Formel

CH'(P") = CH'(pt) ® CH" ' (pt) @ ... @ CH"™""(pt) @ CH" " (pt),
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also CH/(P*) = Z fiir 0 < | < n. Somit erhalten wir nach Definition des
Chow-Rings die bereits in Beispiel 2.2.6 erwidhnte Gleichung

CH'(P) =Z®.. aZ=@z,
=0

wobei die direkte Summe aus n + 1 Komponenten besteht. Alternativ kann
man fiir die Herleitung von CH'(P") die kiirzere Filtrierung P" > P! > ()
betrachten. Hier ist dann Yy = pt mit ro = n und Y; = P* ! mit r; = 0 und
wir erhalten CH'(P") = CH"™(pt) @ CH/(P* ') ~ Z fiir 0 <[ < n.

2. Wir moéchten nun die Rost-Filtrierung aus Beispiel 1.3.6 des Abschnitts 1.3
mit, denselben Notationen betrachten. Sei ) jene glatte, projektive Quadrik
iiber K der Dimension n — 1 mit isotroper quadratischer Form

q(x(]a SR >-Tn) = ZoYo + q/($2> < 7xn)

und der Filtrierung Q D X; D pt D (. Dann sind die affinen Faserungen
iiber den glatten Varietiten Yy = pt, Y1 = @’ und Y3 = pt von den relativen
Dimensionen 79 =n — 1, r; = 1 und 75 = 0 (@’ ist von der Dimension n — 3).
Mit Theorem 2.2.10 folgt dann die Formel

CHY(Q) = CH'=""Y(pt) & CH"H(Q") ® CH'(pt).

Es gilt CH=""Y(pt) = Z, falls | = n — 1, und CH!(pt) = 0, falls [ = 0; diese
Chow-Gruppen sind jeweils Null in allen anderen Féllen. Daher ergibt sich fiir
den Chow-Ring

CH(Q) =Z® CH(Q) & Z.

Falls " wiederum eine isotrope Quadrik ist, d.h. falls ¢’ isotrop ist, so kann
man an dieser Stelle induktiv auf selbe Weise weiter verfahren.

3. Sei () eine hyperbolische Quadrik der Dimension 2n wie in Beispiel 1.3.6 mit
der Filtrierung @ D X; D (). Wir haben also eine Faserung tiber Yy = P™ der
relativen Dimension rg = n und eine iiber Y} = P" mit r; = 0. Hieraus ergibt
sich

CHY(Q) = CH'"™™(P") @ CH'(P").

Dabher ist (unter der Voraussetzung 0 < [ < 2n) CH/(Q) = Z @ Z, falls | = n,
und CH'(Q) = Z sonst. Insgesamt folgt also fiir den Chow-Ring:

CH'Q)=Z®.. 0720 (ZOL) LS ...T

bzw. CHY(Q) = B<icons1 Z-

Aus Theorem 2.2.10 erhélt man folgendes
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2 Schnitt-Theorie

Korollar 2.2.12. Seien X und Y zwei glatte, projektive und zellulire Varietiten
tiber K. Dann st die Abbildung

CH*(X) ® CH*(Y) — CH*(X x Y)
a®p = axf=pr(a)- pry(B)

ein Ringisomorphismus, wobet prx bzw. pry die Projektion auf X bzw. Y ist.

Siehe hierzu auch [Ful98, 8.3.7]. Die Formel
CH*(X x Y) ~ CH*(X) ® CH*(Y) (2.14)

heift Kiinneth-Formel bzw. Chow-Kiinneth-Formel. Im Allgemeinen ist diese Formel
falsch, z.B. fiir das Produkt einer elliptischen Kurve mit sich selbst, siehe auch
|Tot99, S. 17 £.].
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2.3 Grothendiecks Chow-Motive

Im Folgenden sei erneut K ein Korper. Mit Varg mochten wir die Kategorie der
glatten, projektiven Varietiten iiber K bezeichnen. Bei der Konstruktion der Chow-

Motive gehen wir schrittweise vor und beginnen mit der Einfiihrung der Kategorie
der Korrespondenzen (siehe [Man68| und [EKMO08, S. 295 ff.]).

2.3.1 Schritt 1: Die Kategorie der Korrespondenzen

Wir definieren die Kategorie der Korrespondenzen Corrg oder kurz Cx durch die
Klasse von Objekten Ob(Ck), welche aus glatten, projektiven Varietédten iiber K
besteht, d.h. Ob(Cx) = Ob(Varg) und eine Morphismenmenge folgender Art: Seien
X,Y € Ob(Ck) zwei irreduzible Varietiten, dann setzen wir

More, (X,Y) := CHgim(x)(X x Y) = CH™)(X x V).

Fiir beliebige Varietdten X, Y ist dann

k
More, (X,Y) := @D CHam(x,)(Xi x ¥),
=1
wobei X1, ..., X} irreduzible Komponenten von X sind.

Ein Element f € CHaim(x)(X x Y') heifit Korrespondenz zwischen den Varietéten
X und Y aus Varg. Seien f € More, (X,Y) und g € More, (Y, Z). Wir erhalten
durch die drei Projektionen

e prig : X XY XZ—XXY
o pris: X XY XZ —XXxZ
o prog : X XY XZ —Y xXZ

die Pull-backs bzw. den Push-forward
o (pri2)* : CHaimx)(X X Y) — CHgim(x)(X x Y x Z)
e (pri3)s 1 CHaim(x)(X XY x Z) — CHgim(x)(X % Z)
e (pro3)* : CHaim(y)(Y X Z) — CHgimx)(X X Y x 2)

und setzen

go f = (pris)«((pri2)"(f) - (pr23)*(9)) € CHaim(x)(X x Z).

Dies ist die Komposition der Korrespondenzen f und g.
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Bemerkung 2.3.1. s gilt CHyim(x)(X x YV x Z) = CHIIHmD) (X 5y x 7).
Auferdem sei bemerkt, dass wir bei gegebener zelluldrer Varietdt X und ihrem
Chow-Ring CH*(X') wegen der Kiinneth-Formel automatisch

CH*(X x X) = (ax b|ab € CH (X))

und dadurch alle Morphismen More,, (X, X) = CHgim(x) (X x X) = CH"™ (X x X)

kennen.

Den Identitdtsmorphismus Ax € More, (X, X) = CHgimx)(X x X) definieren
wir durch die Diagonale
AX = (idx,idx)*(lx),

wobei (idy,idx) : X — X x X bezeichnet und 1x aus CH?(X) ist.

Lemma 2.3.2. 1. Sei Ax € CHaim(x)(X x X) der Identititsmorphismus. Dann
gilt fiir alle Korrespondenzen f € CHgim(x)(X X Y) und g € CHgim(yv (Y x X):

fOAX:fa AXOg:g

2. Die Komposition von Korrespondenzen ist assoziativ, d.h. fir alle Korrespon-
denzen f € CHaimx)(X X Y), g € CHaimpy)(Y X Z) und h € CHaimz)(Z x V)
qilt:

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Wir beginnen mit dem Beweis von 1. Zunéchst zur Bezeichnung der Pro-
jektionen: Wir haben

prx X XY — X,
prig: X X X XY — X x X,
prig, praozg c X X X XY —- X xY

und schlieflich
((idx,idy) xidy) : X XY - X x X x Y,

wobei (idx,idx) : X — X x X ist. Wir setzen g := ((idy, idx ) xidy). Nach Definition

ist

foAx = (priz)«((pri2)*(Ax) - (pras)*(f))
= (pri3)«(g((prx)*(1x)) - (pras)*(f))

wegen der Kompatibilitdt von Produkten. Fiir x := (prog)*(f) und y := (prx)*(1x)
haben wir mit der Projektionsformel

(pr13)«(7 - 9(y)) = (Pr13)«(g9:(y - g™ (2)))-
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2.3 Grothendiecks Chow-Motive

Wegen pri3 o g = idxxy = praz o g erhalten wir schlieklich

foAx = (idxxy)«((prx)*(1x) - (dxxy)*([f))

und die Behauptung folgt mit (prx)*(1x) = Lxxy-

Der Beweis der zweiten Aussage des Lemmas funktioniert durch Verwendung &hn-
licher Methoden, indem ho (go f) und (h o g) o f unter anderem mithilfe der Pro-
jektionsformel auf exakt dieselbe Form gebracht werden. Eine Erlduterung hierzu
findet sich beispielsweise in [Man68, S. 446, Lem.|. O

Mit diesem Lemma sind schlieklich alle Figenschaften einer Kategorie fiir Cx ge-
zeigt und wir gelangen zum néchsten Schritt.

2.3.2 Schritt 2: Die Kategorie der Motive

Wir kommen nun zu der Definition der Kategorie Mg der Motive. Die Klasse der
Objekte ist die Menge aller Paare (X, ), wobei X eine Varietit aus Varg und =
ein Projektor aus More, (X, X) = CHaim(x)(X x X) ist, d.h. es gilt m o7 = 7. Fiir
zwei Paare (X, 7) und (Y, () aus Ob(/\/lK) deﬁmeren wir

Mor pq, (X, m), (Y, €)) : = ¢ o More, (X, Y)om
— ¢ 0 CHgim(xy (X X Y) 0

Zwischen den beiden Kategorien Varyg und M existiert ein Funktor F', welcher
eine Varietdt X € Ob(Varg) auf das Paar (X, Ax) abbildet. Hier handelt es sich bei
Ax € CHgim(x)(X x X) wieder um die Diagonale. Das Paar (X, Ax) wird auch mit
M(X) bezelchnet und heift Motiv von X. Andererseits wird durch den Funktor ein
Morphismus f : X — Y von zwei glatten, projektiven Varietiten auf den Graphen
von f abgebildet. Dieser liegt in CHgim(x)(X x Y) = Mor g, (M(X), M(Y)) und
ist definiert als das Bild (idx, f).(1x) mit (1dX, f): X = XxY und 1x € CH(X).

Des Weiteren verfiigt die Kategorie iiber folgende universelle Eigenschaft: Sei
7, — Ab die Kategorie der Z-graduierten abelschen Gruppen und Vargx — Z — Ab
ein Funktor, bei welchem einer Varietdt X die Chow-Gruppe CH,(X) zugeordnet
wird. Dann existiert ein Funktor von der Kategorie M g nach Z — Ab, die sogenannte
(Chow)-Realisierung, sodass das Diagramm

Var H 7 — Ab

\ A’lzszerung

kommutiert, wobei F': X — M(X). Die Realisierung bildet ein Paar (X, 7) € Mg
auf das Bild Im(7x) ab, wobei 7wy wie folgt definiert ist:

mx : CHA(X) 0 OH (X x X) =% CH=Hm(0 (x5 x) P72 op#(X)
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mit 7 € CHgim(x)(X x X) und pri,pro : X x X — X. Fiir ein o € CH*(X) ist dann
mx(a) = (pra)«((a x 1) - 7).

Definition 2.3.3. Wir definieren das Tensorprodukt zweier Paare (X, 7) und (Y, ()
aus Ob(My) durch
(X,7) @ (¥,0) = (X x ¥, 7 % O)

Die direkte Summe zweier Paare wird definiert durch
(X,m) @ (Y,Q):=(XUuY,7m+).

Bemerkung 2.3.4. Mit obigen Bezeichnungen gilt
M(X)~(X,7)® (X,Ax —7)

fiir alle 7 mit 7o = 7. Allgemein gilt (X, 7) ~ (X, m) ® (X, mp), falls 7 = w1 + o
sowie 7 o my = 0 und 75 o 1 = 0. Siehe hierzu auch [Vis09b, D2, S. 5].

Lemma 2.3.5 (|[Kar00|, Lem. 1.1). Seien X, Y und Z Varietditen aus Varyk sowie
(axb) € CH"(Y x Z) und (¢ x d) € CH*(X xY). Dann ist

(axb)o(cxd)=deg(a-d)-(cxb).
Beweis. Wir haben zunéchst CH*(Y) x CH*(Z) — CH*(Y x Z) mit
(a,b) = (pry)*(a) - (prz)*(b) = a x b

und genauso ¢ x d = (prx)*(c) - (pry)*(d). Nach der Definition der Komposition von
Korrespondenzen erhalten wir

(axb)o(cxd)=(pri3)((pri,2)*(c x d) - (pra;3)*(a x b))
= (pris)«((cxdx1)- (1 xaxb))

= (pr13)«(c x (a-d) xb).

Schlieklich folgt die Behauptung direkt mit der Definition des Push-Forwards von
Chow-Gruppen. n

Definition 2.3.6. Sei 7 € CH*(X x V). Dann heift 7* € CH*(Y x X) die Trans-
position von .

Beispiel 2.3.7. Sei (a x b) € CH*(X X Y) wie im Lemma gegeben. Dann ist

(a x b)' = (bx a) € CH (Y x X).
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2.4 Tate-Motive

In den 60er Jahren hat unter anderem Y. I. Manin in [Man68| die Tate-Motive
vorgestellt. Zur Motivation von diesen mdéchten wir mit dem Beispiel eines Motivs
beginnen.

2.4.1 Motivation und Definition des Tate-Motivs

Beispiel 2.4.1. Sei X = P" der projektive Raum iiber K. Wir wissen bereits, dass
CH*(P") = @;_, Z. Wie sieht nun das Motiv von P" aus? Wir werden dies zunéchst
fiir den Fall n = 1 untersuchen. Der Definition zufolge haben wir

M(P') = (P!, Ap) € M.

Wir mochten daher die Diagonale Api ndher bestimmen. Der Raum P! besitzt die
1
Filtrierung Xg = P! D X; = pt O 0 mit den affinen Faserungen E A, pt und

E, A—O> pt der relativen Dimension 1 bzw. 0. Daher schreiben wir fiir den Chow-Ring

CH*(IPl):%@%Zm@Zh,

wobei h = h! ein rationaler Punkt aus CH'(P') und 1 = h° aus CH’(P") ist. Nach
der Kiinneth-Formel ist dann CH; (P! x P') ~ Z(1 x h,h x 1). Der Chow-Ring ist
CH. (P! x P') ~ Z(1 x 1,1 X h,h x 1, h x h). Die Diagonale Ap: € CH;(P* x P') ist
dann von der Form

Apt = (1 x h)+ (h x 1),

da zum einen (1 xh)o(1xh) = (1xh) sowie (hx1)o(hx1) = (hx 1) nach Lemma
2.3.5. Zum anderen gilt dann fiir alle « € CH; (P! x P!), dass a0 Ap1 = Apioa = a.
Da h = pt schreiben wir auch Ap:1 = (1 X pt) + (pt x 1). Somit erhalten wir mithilfe
der Formel aus Bemerkung 2.3.4 die Darstellung

M(P') = (P',1 x pt) & (P', pt x 1)

fiir das Motiv von P!. Der erste Summand (P!, 1 x pt) ist isomorph zu dem Motiv
M(pt) = M(Spec(K)), welches wir als Z(0) = Z definieren. Der zweite Summand
(P, pt x 1) wird mit Z(1) bezeichnet und heift Tate-Motiv (siehe auch [Man68, §6]
und |[Vis04, S. 2|). Es gilt also:

M(PY) = Z & Z(1).

Bemerkung 2.4.2. 1. Allgemein sind zwei Paare (X, 7) und (Y, () genau dann
isomorph, wenn « € Morpy, ((X,7),(Y,()) und 5 € Morp, ((Y, (), (X, 7))
existieren, d.h.

(X,m) = (Y,Q),
B
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sodass «of = und foa =m.

2. Fiir den n-dimensionalen projektiven Raum P" gilt, dass der Chow-Ring
CH*(P") ein freier Z-Modul mit Basis {1, h,...,h"} ist, wobei h' € CH'(P?)
und A" = 0. Man erhélt also CH*(P") ~ Z[h]/ (™) als Isomorphismus von
Ringen [Vis09b, D2, S. 7].

Definition 2.4.3. Das i-fache Produkt
Z(i) =Z(1)®Z(1)®...® Z(1)

mit i € N heifft Tate-Motiv. Wir setzen Z(0) := Z := M(Spec(K)) fiir das triviale
Tate-Motiv (vgl. [Vis04, S. 2]).

Bemerkung 2.4.4. Eine klassische, alternative Notation des Tate-Motivs Z(1), wie
sie z.B. bei Manin zu finden ist, ist L = (P, pf"). Das triviale tate-Motiv wird hier
mit L° = ¢ bezeichnet, sodass wir M(P') = ¢® L erhalten. Das Tate-Motiv Z() ist
dann definiert durch L"(= L®") (siehe [Man68, S. 455]). Eine weitere Schreibweise
ist beispielsweise durch V. Voevodsky gegeben: Hier ist Z(1) = Z(1)[2] und es wird
definiert: Z(n)[2n] := (Z(1)[2])®™ [Vis04, S. 2|.
Allgemein gilt:

Z(i) = (P",h* x h") (2.15)
mit 0 < ¢ < n und die Realisierung des Tate-Motivs Z(i) ist gleich %, wobei
CH,(P") = @?:0% und A" = pt. Fiir CH,(P!) = %@% ist, wie wir gezeigt ha-

ben, M(P') = Z(0) & Z(1). Die Realisierung ordnet also tatsichlich dem Motiv
M(P') die Chow-Gruppen CHy(P!) = Z und CH,(P') = Z zu.

Beispiel 2.4.5. Fiir den 2-dimensionalen projektiven Raum P? haben wir wie in
Beispiel 2.4.1 den Chow-Ring CH,(P?) = Z1® Z h & Z h*. Die Berechnung der
Diagonale ergibt Ap> = 1 x h? 4+ h x h+ h? x 1. Dies steht in Ubereinstimmung mit
den Tate-Motiven Z(0) = (P?,1x h?), Z(1) = (P?, h x h) und Z(2) = (P?, h?* x 1), die
wir aus obiger Formel 2.15 erhalten. Demnach ist das Motiv von P? gegeben durch

M(P?) =Z 3 Z(1) & Z(2).

Dieses Resultat ldsst sich zu der Aussage
M(P") = P (i)

verallgemeinern (siehe auch Beispiel 2.4.9 oder [Man68, S. 455]).

Satz 2.4.6. Sei X eine glatte, projektive Varietdt iber K. Dann enthdlt das Motiv
M(X) genau dann das triviale Tate-Motive 7. als direkten Summanden, wenn X
einen 0-Zykel o vom Grad deg(a)) =1 besitzt.
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Beweis. Sei zunéchst a ein 0-Zykel mit deg(a) = 1 auf X, d.h. a € CHy(X). Wir
wollen zeigen, dass Z = M(pt) = (pt, A,) isomorph zu einem Summanden (X, )
mit 7 € CHgim(x) (X x X) aus M(X) ist. Nach Bemerkung 2.4.2 benétigen wir also
f € Mora, ((pt, Ape), (X, 7)) und g € Mor g, (X, 7), (pt, Apt)) mit fog =7 und
go [ = Ap. Wihle vorher noch 7 = (1x x o) € CHgim(x)(X x X), dann ist 7
tatséchlich ein Projektor: Nach Lemma 2.3.5 und wegen deg(a) = 1 gilt, dass

(Ix xa)o(1x x a) =deg(a) - (1x x a) = (1x X «).

Wir nehmen nun f = (1, x @) € moCHy(pt x X) und g = (1x x 1,;) € CH°(X x pt).
Dann haben wir einerseits

g o f = (1X X 1pt) O (1pt X Oé) = deg(@) . <1pt X 1pt) = Apt
und andererseits
fog=(1pxa)o(ly x1,) =deg(ly)  (Ix xa)=(1x X a) =m.

Somit gilt Z ~ (X, 7) und die Behauptung ist gezeigt.

Sei nun andersherum Z ~ (X, ) fiir ein 7 € CHgim(x)(X x X)) vorausgesetzt. Es
existieren also f € CHy(X) ~ CHo(pt x X) und g € CH(X) ~ CH"(X x pt) mit
go f=A, =1, x 1,. Allgemein gilt CHy(X) = CHo(pt x X) mit o — 1, X «
und CHy(X) = CHo(X x pt) mit @ — a x 1. Durch diese Identifizierung erhalten
wir f ~ 1, X f und g ~ g x 1, sowie

go f~(gx 1pt)o(1pt X f)
= deg(fg) - (1pr X 1pt).

Nach Voraussetzung muss deg(fg) = 1 gelten und damit ist fg ein 0-Zykel auf X
vom Grad 1. 0

Bemerkung 2.4.7. 1. Falls die Varietdt X aus Satz 2.4.6 einen rationalen Punkt
besitzt, so ist klar, dass X einen 0-Zykel von Grad 1 hat. Eine Quadrik X,
besitzt genau dann einen rationalen Punkt, wenn X, isotrop (d.h. ¢ isotrop)
ist. Auferdem ist fiir eine Quadrik die Gradabbildung deg : CHy(X,) — Z
injektiv und es gilt fiir dessen Bild

Z, falls X isotrop ist,

deg(CHo(X,)) = { 27, falls X anisotrop ist,

siche [EKMO08, Cor. 71.3, 71.4] und [Ros98, Lem. 5|. Daher gilt fiir eine glatte
projektive Quadrik X, nach Satz 2.4.6: Das Motiv M(X,) enthélt genau dann
Z als direkten Summanden, falls X, einen rationalen Punkt hat. Im Allgemei-
nen folgt aus der Existenz eines 0-Zykels von Grad 1 auf der Varietiat X nicht
die Existenz eines rationalen Punktes.
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2. Nach derselben Methode wie im ersten Teil des Beweises von Satz 2.4.6 18sst
sich die Isomorphie M (pt) ~ (P',1 x pt) zeigen.

2.4.2 Tate-Twist
Ist M(X) das Motiv von X, so bezeichnet

MX) (i) == M(X) @ Z(5)

den Tate-Twist von M(X) (siehe auch [Man68, §8]). Genauso sei fiir ein beliebiges
Objekt N = (X, ) der Tate-Twist durch N(i) = N ® Z(i) gegeben. Schlieklich
setzen wir

Mor pq, (X, 7)(m), (Y, ¢)(1)) := ¢ © CHaim(x)4m—1(X x Y) o 7.
Des Weiteren gilt unabhéngig von dem Korper K fiir die Morphismengruppe

Z, falls n =m,

More, (Z(n), Z(m)) = { 0, sonst

(siehe [CGMO5, §7]).

2.4.3 Theorem iiber die Dekomposition eines Motivs

Das sehr niitzliche Theorem 2.2.10 iiber die Dekomposition der Chow-Gruppe bei
gegebener Filtration der glatten, projektiven Varietdt X ldsst sich in dhnlicher Weise
auch fiir Motive formulieren (siehe hierzu [Kar01l, Thm. 6.5, Cor. 6.11] oder auch
[CGMO05, Thm. 7.2|):

Theorem 2.4.8 (Dekomposition eines Motivs). Sei X eine relativ zellulire Va-
rietat iber K mit der Filtration X = Xo D X7 D ... D X, D 0 von abge-
schlossenen Untervarietdten. Mit r; sei die relative Dimension der affinen Faserung
E; = X; \ Xy dber der glatten, projektiven Varietdt Y; bezeichnet. Dann gilt:

M(X) ~ @M(K)(n). (2.16)

Beispiel 2.4.9. 1. Sei X = P" der n-dimensionale projektive Raum mit der
Filtrierung wie in 2.2.11, d.h. Y; = Spec(K) = pt und r; = n — i. Dann gilt
nach obigem Theorem die Formel

M(E") = D M(p)(r) = D Z6)

2. Sei @) eine hyperbolische Quadrik der geraden Dimension 2n mit der Filtration
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wie in Beispiel 1.3.6, Xo = Q D X; D X, = ), wobei
Xy ={[wo: v 1Ty €PN |3g =11 = ... =z, =0},

In Beispiel 2.2.11 haben wir bereits gesehen, dass der Chow-Ring dieser Qua-
drik eine direkte Summe von 2n 4 1 Kopien von Z ist, da CH(Q) = Z & Z,
falls [ = n, und ansonsten CH'(Q) = Z gilt. Bei dem Motiv von Q verhilt es
sich nun dhnlich. Nach der Formel 2.16 aus dem Theorem erhalten wir wegen
Yo=Y, =P"und rg =n, r, =0:

M(Q) = M(P")(n) & M(P")(0).

Bei dem zweiten Summanden M(P")(0) handelt es sich um das Motiv von
P, also M(P") = @, ,Z(i). Der erste hingegen ldsst sich schreiben als
MP™) @ Z(n) = (B, Z(i)) ® Z(n) = Py Z(i + n). Wir erhalten somit

insgesamt

MQ)~Z0)BZ(1)®...®Z(n)DZ(n)® ... Z12n — 1) ® Z(2n)

2n

~ P z(i) & Z(n).

=0

. Fiir eine zerfallende Quadrik ungerader Dimension lasst sich zeigen, dass ihr
Motiv mit jenem des projektiven Raums derselben Dimension iibereinstimmt

(siche auch [Ros98] und [Vis04]).

. Rost-Filtrierung: Sei () wieder jene Quadrik der Dimension n — 1 aus Beispiel
1.3.6 mit isotroper quadratischer Form q(xq,...,,) = zoyo + ¢ (22, ..., 2y,)
und der Rost-Filtrierung

Xo=QD2Xy={[zo:...:11]€Q|20=0}DXo={[0:1:0:...:0]} DO.
Es ergeben sich Faserungen mit den Basen Yy = pt,
Vi=Q ={[z2:...: 2, €P"| ¢ (2a,...,2,) =0}

und Y5 = pt und den relativen Dimensionen ro = n — 1, r;y = 1 und 5 = 0.
Schlieklich folgt nach Anwendung des Theorems

M(Q) = M(pt)(n — 1) & M(Q)(1) & M(pt)(0).

Wegen Spec(K') = pt haben wir an erster und an letzter Stelle die Tate-Motive
Z(n — 1) und Z(0) = Z, also

M(Q) =Z(n —1) & M(Q)(1) & Z.

93
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Wieder gilt, dass auf dieselbe Weise weiterverfahren werden kann, sofern )’
ebenfalls eine isotrope Quadrik ist. Siehe zu diesem Beispiel auch die allgemeine
Proposition von M. Rost fiir isotrope Quadriken, [Ros98, Prop. 2].
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3 Anwendungen von
Chow-Motiven

Dieses letzte Kapitel behandelt einige Anwendungen von Chow-Motiven. Hierzu wird
zu Beginn in Abschnitt 3.1 in die Theorie der quadratischen Formen eingefiihrt.
Speziell die Begriffe der (An-)Isotropie und des fundamentalen Ideals K sowie
die hoheren Witt-Indizes als auch die Zerfallungsstruktur einer quadratischen Form
werden im Folgenden bendtigt werden.

Auf Grundlage des Theorems 3.2.15 iiber bindre Motive und von sogenannten
Shells wird dann in Abschnitt 3.2 in mehreren Schritten gezeigt, dass in I?K keine
anisotropen quadratischen Formen der Dimension 10 existieren. Vishiks Gap Theo-
rem 3.2.30 fasst die Liicken in der Folge moglicher Dimensionen von anisotropen
Formen in /™K allgemein zusammen.

Abschliefen méchten wir diese Arbeit in Abschnitt 3.3 mit einem Uberblick iiber
weitere Anwendungsbeispiele wie den allgemeinen Beweis der Bloch-Kato-Vermutung.

3.1 Einfiihrung in die Theorie der quadratischen
Formen

In diesem Abschnitt, dem als Hauptquellen [EKMO08|, [Lam05] und [Kah09] die-
nen, sei K stets ein Korper von Charakteristik ungleich 2. Wir beginnen mit ersten
Grundlagen und elementaren Eigenschaften einer quadratischen Form iiber K.

3.1.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Eine (n-fache) quadratische Form iiber einer Korper K ist ein homogenes Polynom
q von Grad 2 in n Variablen x4, ..., z, iiber K. Die allgemeine Form ist:

n
q(z1,...,z,) = Z a;j 1Ty € Klz1, ..., 2,).

1,j=1

Durch das Setzen von aj; := 1(a;; + aj;) erhalten wir symmetrische Koeffizienten

und kénnen mit der durch ¢ eindeutig festgelegten symmetrischen (n x n)-Matrix
M, = (aj;) die Schreibweise

Q1. .y xn) = (21, ) - My - (21,02,
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verwenden.

Die Abbildung ¢, : K™ — K, welche ein Tupel x = (24,...,2,) € K™ auf die Form
x-M,-z" € K abbildet, heikt quadratische Abbildung. Die quadratische Abbildung
legt die quadratische Form ¢ eindeutig fest und besitzt folgende Eigenschaften:

1. ¢4(ax) = a*¢,(z) fir alle z € K™ und a € K.

2. Die Abbildung B, : K" x K" — K, definiert durch

By(r,) 1= 5(8u( +9) — 64(x) — 64(0),

ist eine symmetrische Bilinearform.

Bei gegebener Bilinearform B, erhdlt man die quadratische Abbildung ¢, durch
¢q(x) = By(z, z) (fiir alle z € K™).

Sei nun V ein beliebiger endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B : VxV — K
eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann nennen wir das Paar (V, B) einen qua-
dratischen Raum, mit welchem die quadratische Form ¢ = qg : V — K, gegeben
durch ¢(z) = B(x,z) (z € V), einhergeht. Daher ist auch die Schreibweise (Vq),
wie beispielsweise bei [Kah09|, iiblich. Falls bei gegebenem z € V gilt, dass aus
B(z,y) = 0 (fiir alle y € V) folgt, dass z = 0 ist, so heifst der quadratische Raum
requldr (oder nichtsinguldr) bzw. qp eine nichtsinguldre quadratische Form. Die-
se Definition ist dquivalent zu der Aussage, dass die Matrix M, reguldr ist. Wir
mo6chten aukerdem bemerken, dass der quadratische Raum (V) B) eindeutig eine
Aquivalenzklasse von quadratischen Formen bestimmt (¢ ~ ¢ < M, = CTM,C).

Seien (V1, By) und (Va, Bs) zwei quadratische Rdume. Dann bilden wir den Raum
(V,B)aus V=Vi@®Vound B:V xV — K mit

B((w1,22), (y1,92)) = Bi(z1,y1) + Ba(w2, y2).

Da B ebenfalls symmetrisch und bilinear ist, handelt es sich bei (V, B) wiederum
um einen quadratischen Raum. Es gilt B(V;,V5) = 0 und B | (V; x V;) = B; fiir
i =1,2. Der Raum (V, B) wird auch als V; L V5 geschrieben und heilt orthogonale
Summe von (V1, By) und (V3, By). Fiir die quadratische Form ¢p gilt dann

qB(21,T2) = B, (21) + qB,(72).

3.1.2 Diagonalform

Nun bezeichnen wir mit (d) die Isometrieklasse des eindimensionalen Raums, der
mit der quadratischen Form dx? korrespondiert.

Lemma 3.1.1. Sei (V, B) ein quadratischer Raum iber K. Dann existieren dy, . .., d,
aus K, sodass V ~ (dy) L ... L (d,). Insbesondere ist jede n-fache quadratische
Form dquivalent zu einer Diagonalform, d.h. dix? + ... + d,x2.
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Beweis. Siehe [Lam05, S. 7, Cor. 2.4]. O

Die Diagonalform (d;) L ... L (d,) wird abgekiirzt mit (d;,...,d,) und die
n-fache Form (d,...,d) kurz n(d) geschrieben. Die orthogonale Summe zweier Dia-
gonalformen ist (a1, ...,am,) L (b1,...,b,) = (a1,...,am,b1,...,by).

Es exisitiert neben der orthogonalen Summe eine weitere Operation auf quadrati-
schen Raumen, das Tensorprodukt (siche [Kah09, S. 3 f.|): Seien wiederum (V4, By)
und (Va, By) zwei quadratische Rédume. Dann haben wir

(‘/17B1> ® (‘/27 BQ) = (‘/1 & ‘/27B1 & B2)7

wobei (B1 ® By)(x1 ® T2, y1 ®Ya) = Bi(x1,y1) - Ba(x2, y2). Das Tensorprodukt zweier
Diagonalformen lautet dann

<CL17 PN ,am> & <b1, ce ,bn> = (albl, PN ,albn,agbl, ce ,CLan7 PN ,ambl, PN 7ambn>-

Sei n die Dimension von V, dann definieren wir auch dim(gqg) = n. Fir
@1~ (ay,...,ay) und g3 ~ (by,...,b,) erhalten wir demnach:

dim(q1 L ¢2) = dim(qy) + dim(g),
dim(¢; ® ¢2) = dim(qy) - dim(go).

3.1.3 Isotropie und hyperbolische Ebene H

Es folgt die Definition eines weiteren wichtigen Begriffs zur Charakterisierung von
quadratischen Formen, némlich die der (An-)Isotropie.

Definition 3.1.2. Sei (V, B) ein quadratischer Raum tiber K und ¢ die quadratische
Form ¢(x) = B(z,x). Ein Vektor v € V heit anisotrop, falls ¢(v) # 0, und isotrop,
falls v # 0 und ¢(v) = 0. Wir nennen ¢ anisotrop, falls V keine isotropen Vektoren
enthélt, und isotrop andernfalls.

Ein wichtiger quadratischer Raum ist die hyperbolische Ebene H:

Definition 3.1.3. Der 2-dimensionale Raum (V, B) mit B(z,y) = xy heifit hyperbo-
lische Ebene und wird mit H bezeichnet. Die orthogonale Summe von hyperbolischen
Ebenen heilst hyperbolischer Raum.

Es gelten folgende Eigenschaften fiir H, vgl. [Kah(09, Lem. 1.2.8]:

1. Fiir alle a € K* gilt H ~ (a, —a). Zuweilen wird H ~ (1, —1) auch als Defini-
tion verwendet, siche |[Lam05, S. 9 f.|.

2. Jeder 2-dimensionale isotrope quadratische Raum ist isometrisch zu H.

Lemma 3.1.4. Sei (V, B) ein reguldrer quadratischer Raum. Dann git: V ist ge-
nau dann isotrop, wenn V eine hyperbolische Ebene als orthogonalen Summanden
enthdlt.
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Beweis. Siehe [Lam05, S. 10, Thm. 3.4(2)] O

Diesem Lemma entsprechend ist die quadratische Form ¢ genau dann isotrop,
wenn ¢ ~H L ¢'.

Definition 3.1.5. Wir nennen eine Form h hyperbolisch, falls

he~mH=H1...1lH

fiir ein geeignetes m.

3.1.4 Theoreme von Witt und Witt-Index

Es folgen zwei Resultate von E. Witt, zuerst der Kiirzungssatz (engl. Witt’s cancel-
lation theorem) und im Anschluss der Satz tiber die Witt-Zerlegung ( Witt’s decom-
position theorem).

Theorem 3.1.6 (Kiirzungssatz von Witt). Seien q, ¢1 und qo drei quadratisch For-
men tber K. Falls g L ¢1 ~ q L g9, so gilt ¢1 ~ 5.

Beweis. Siehe z.B. [Kah09, Thm. 1.2.5] oder [Lam05, S. 12, Thm. 4.2]. O

Theorem 3.1.7 (Witt-Zerlegung). Jede quadratische Form q lisst sich eindeutig in
eine direkte orthogonale Summe q >~ h 1 q,, zerlegen, wobei h hyperbolisch und g,
anisotrop ist. Der Summand q., heifst anisotroper Teil von q.

Beweis. Siehe z.B. [Kah09, Thm. 1.2.9]. O

Kommen wir nun zu der Definition einer Grofe, welche fiir spétere Untersuchungen
von zentraler Bedeutung sein wird.

Definition 3.1.8. Sei ¢ ~ h L q,, eine quadratische Form iiber K mit h ~ mH.
Dann heifst to(q) = m der Witt-Index von q.

Korollar 3.1.9. Mit obiger Bezeichnung gilt:

dim(q)
5

0 <to(g) <

dim(q)

Die quadratische Form q ist zudem genau dann hyperbolisch, wenn v(q) = =

qgilt.

3.1.5 Witt-Ring und fundamentales Ideal

Wir mochten nun den sogenannten Witt-Ring konstruieren. Hierfiir definieren wir
zundchst den Witt-Grothendieck-Ring wie in [Kah09, S. 7|
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Definition 3.1.10. Der Grothendieck-Ring der Isometrieklassen von quadratischen
Formen iiber K mit der durch L und ® induzierten Addition und Multiplikation
heikt Witt-Grothendieck-Ring von K und wird mit GW(K) oder W(K) bezeichnet.

Der Witt-Grothendieck-Ring enthilt das Ideal Z - H, welches aus allen hyper-
bolischen Rdumen und ihren additiven Inversen besteht. Durch Quotientenbildung
erhalten wir den Witt-Ring, siehe auch [Lam05, S. 27 ff.|:

Definition 3.1.11. Der Faktorring W(K) := W\(K)/Z - H heikt Witt-Ring von K.

Bemerkung 3.1.12 ([Lam05], S. 28 f.). 1. Da im Witt-Ring die hyperbolische
Ebene H das Nullelement reprisentiert, gilt —(a) = (—a) fiir alle a € K*.

2. Zwei (nichtsingulére) quadratische Formen ¢ und ¢ représentieren genau dann
dasselbe Element im Witt-Ring, falls sie Witt-dquivalent sind. Dies trifft laut
Definition genau dann zu, wenn g, ~ ¢,

3. Die Dimensionsabbildung dim : /V\\/'(K) — Z induziert den Epimorphismus
W(K)/Z-H = W(K) — Z/2Z,

welcher auch mit dimg bezeichnet wird. Der Kern ker(dimg) dieser Abbildung
heift fundamentales Ideal von W(K) und erhilt die Notation I oder IK.
Wir stellen fest, dass eine quadratische Form genau dann ein Element in dem
fundamentalen Ideal /K C W(K) reprisentiert, wenn ihre Dimension gerade
ist. Zudem gilt:

W(K)/IK ~7/2Z.

Der Kern des Ringhomomorphismus dim heift entsprechend fundamentales
Ideal von W(K') und wird mit I oder I K bezeichnet. Mit diesem gilt:

W(K)/IK ~Z.

Die natiirliche Projektion /V\\/(K ) — W(K) induziert einen Isomorphismus
IK ~IK.

Lemma 3.1.13. 1. Das Ideal IK wird von den Formen (1,—a) mit a € K*
erzeugt.

2. Die n-te Potenz I"K := (IK)" wird von den n-fachen Tensorprodukten
(1, —a1) ® ... ®@ (1, —a,) =: ((a1,...,an))

mit a; € K* erzeugt. Fine Form dieses Typs wird auch n-fache Pfister-Form
genannt und besitzt die Dimension 2.

Beweis. Siehe [Kah09, Lem. 2.1.1]. O
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Bemerkung 3.1.14. Bei [Lam05, S. 315 ff.] beispielsweise wird eine n-fache Pfister-

Form definiert durch .

(a1, an)) == Q)(1, as).
i=1
Da die Notation nicht eindeutig ist und daher dem Autor entsprechender Literatur
iiber quadratische Formen iiberlassen wird, ist die verwendete Definition stets vom
Leser zu iiberpriifen.

Eine grundlegende Eigenschaft der Pfister-Formen ist die folgende.
Theorem 3.1.15. Ist eine Pfister-Form q isotrop, dann ist sie hyperbolisch.
Beweis. Siehe z.B. [Lam05, S. 319, Thm. 1.7]. O

Zuriick zum Thema Witt-Ring mdéchten wir nun noch einige beriihmte Isomor-
phismen prasentieren.

Beispiel 3.1.16. Neben dem Isomorphismus W(K)/IK ~ Z/27 gibt es eine Rei-
he weiterer Bijektionen das Fundamentalideal betreffend: Zunéchst wird durch die
Diskriminante d einer quadratischen Form ¢ der Isomorphismus

IK/IPK & K*/K*?

induziert. Ein Theorem von A. Merkurjev [Mer81] besagt, dass auch der Homomor-
phismus
PK/IPK = »Br(K)

ein Isomorphismus ist, wobei yBr(K) die Untergruppe aller Klassen [A] aus der
Brauergruppe Br(K) mit [A]?> = 1 ist, siehe [EKMO08, S. 388] und [Kah(9, S. 78|.
Bezeichne nun mit H"(K,Z/2) die Galois-Kohomologie. Dann ist

I"K/I"WK = H"(K,7Z/2)

ebenfalls ein Isomorphismus. Dies wurde beispielsweise von J. Milnor gezeigt, siehe
hierzu auch [Kah09, S. 109 ff.|.

3.1.6 Funktionenkorper

Sei (V, B) ein quadratischer Raum der Dimension n > 3. Dann wird durch die Glei-
chung B(x,z) = q(z) = 0 wegen der Homogenitét von ¢ eine irreduzible projektive
Hyperfliche der Dimension n — 2 in P(V) ~ P! definiert. Wir mdchten nun den
Funktionenkorper K(Q) = K(q) dieser entstandenen projektiven Quadrik ¢ unter-
suchen. Fiir einen Skalar a € K* gilt zunéchst K(aq) = K(q) und falls ¢ ~ ¢/, so
gilt auch K(q) = K(¢').

Falls ¢ eine quadratische Form ist mit ¢ = (1) L —¢/, so ist das Polynom
1 —¢(xa,...,z,) nach einer Proposition aus [Kah09, Prop. 1.1.14] irreduzibel. Da-
her ist der Restklassenring R = K{zo, ..., 2,]/(1 —¢ (2, ..., z,)) ein Integritéitsring
und der Funktionenkdrper von ¢ ist K(q) = Quot(R).
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Falls ¢ = (1, —a) L ¢” mit dim ¢" = n — 2, so gilt

K(q) = K(zs,... ,xn)[\/a#—q”(x;;, ce )]

der Funktionenkorper K(q) ist also eine quadratische Korpererweiterung von
K(xs,...,x,).

Nun moéchten wir noch auf den Fall n = 2 zu sprechen kommen. Die “Quadrik”
(@ ist hier von der Dimension 0. Falls ¢ = (1, —a), so ist ) genau dann irreduzibel,
falls a ¢ K*? und folglich K(q) = K(y/a). Falls jedoch a € K*2, so ist ¢ ~ H und
K(q) = K x K, siehe hierzu [Kah09, S. 29].

Lemma 3.1.17. 1. Die quadratische Form q tber threm Funktionenkérper, ge-
schrieben qg (q), 18t isolrop.

2. Die Frweiterung K(q)/K ist genau dann transzendent, wenn q isotrop ist.
Beweis. Siehe [Kah09, Prop. 3.1.1]. O

3.1.7 Hohere Witt-Indizes und Zerfallungsstruktur

Sei g eine quadratische Form tiber K. Wir konstruieren einen Korperturm
KyC Ky C...CKj,

und quadratische Formen ¢, iiber K, fiir 0 < r < h folgendermalen analog zu
[Kne76, Intro.] und [Kah09, S. 35 ff.]: Nehme Ky := K und ¢o := ¢, als Start und
setze K, := K,_1(g,—1) und g, := (¢r—1,, )an fiir 7 > 0 bis bei K die quadratische
Form ¢, von der Dimension < 1 ist. Die Form ¢, wird als r-te (anisotrope) Kern-
Form (engl. r-th (anisotropic) kernel form) von ¢ und der entstandene Korperturm
als generischer Zerfillungsturm (generic splitting tower) von q bezeichnet. Die na-
tiirliche Zahl h heift Héhe von ¢ und wird h(q) geschrieben. Sie ist genau dann
gleich Null, wenn dim ¢,, < 1.

Sei h = h(q) und wir setzen iy(q) := r(q). Dann ist fiir alle 1 < r < h der r-te
Witt-Indez i,(q) von ¢ definiert als der Witt-Index ro(g._1,. ). Die Folge der Witt-
Indizes i(q) := (11(q), - - -, in(q)) heibst (relative) Zerfillungsstrukur (splitting pattern)
von ¢ und es gilt

1 <ii(q) <iafq) < ...<in(q).

Wir kénnen ebenfalls die absolute Zerfillungsstruktur wie z.B. in [EKMO08, S. 103 {.]
definieren als j(q) = (j1,--.,jn) := (1,11 +i2,...,11 +i2a + ... + ip). Fiir den letzten
absoluten Witt-Index von ¢ gilt dann:

in(q) = ZiT(q) = [% dim q}.

r=1

In [Kah09, Def. 4.1.1] wird nicht die Folge der Witt-Indizes, sondern die Folge der
Dimensionen (dim qq, ..., dim g5,) als Zerfillungsstruktur von ¢ bezeichnet und es
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gilt definitionsgemaf
dim ¢ > dim ¢y > dim ¢, > ... > dim g, > 0.

Beispielsweise haben wir fiir den ersten Witt-Index von ¢ zunichst Ky = K(qqn)
und somit i1(q) = 10 (qany,,,,)-

SchlieRlich definieren wir den Witt-Index einer Quadrik ) = X, als den Witt-
Index ihrer zugrundeliegenden quadratischen Form q.

Folgendes Resultat ist von M. Knebusch [Kne76, S. 78 ff.], welcher die Theorie
iiber die Zerfiallung von quadratischen Formen entwickelte.

Satz 3.1.18 (Knebusch). Sei g eine quadratische Form dber K und L/K eine be-
liebige Kdrpererweiterung. Dann gilt fir den Witt-Index von qr,

w(qr) = jr(q) (3.1)
fir einr e {1,...,h}.

Fiir die Bestimmung der Zerfallungsstruktur ist auch das folgende Theorem sehr
niitzlich.

Theorem 3.1.19. Sei q eine anisotrope quadratische Form und dimq = 2" +m
mit n > 0 und 1 < m < 2". Dann ist der erste Witt-Indez i,(q) < m bzw.
dim ¢, > 2" — m.

Beweis. Siehe z.B. [Hof95, Kor. 1]. O

Beispiel 3.1.20. 1. Nach Theorem 3.1.19 gilt fiir eine anisotrope quadratische
Form ¢ mit dim g = 2" + 1, dass i;(¢q) = 1.

2. Ist ¢ eine anisotrope (n + 1)-fache Pfister-Form, so ist ihr erster Witt-Index
i1(q) = 2™, da eine isotrope Pfister-Form nach Theorem 3.1.15 immer hyper-
bolisch ist. Demnach ist i(q) = (2") die komplette Zerfallungsstruktur.

3. Sei ¢ eine anisotrope Form mit dim ¢ = 5. Dann erhalten wir fiir ihre Zerfal-
lungsstruktur automatisch i(q) = (1,1).

4. Sei q eine anisotrope 6-dimensionale quadratische Form. Dann ist nach Theo-
rem 3.1.19 der erste Witt-Index i;(¢) < 2. Die verschiedenen méglichen Zer-
fallunsgstrukturen sind (2, 1), (1,2) und (1,1, 1). Siehe hierzu und zu weiteren
Zerfallungsstrukturen [Vis04] oder [Hof98b].
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3.2 Quadratische Formen der Dimension 10 in I’K

Seit K weiterhin ein Korper mit char K # 2. Sei W(K) der Witt-Ring tiber K
und /K C W(K) das fundamentale Ideal. Dann wird durch /K eine multiplikative
Filtration erzeugt:

WEK)DIKDIPK>...DI"K D ...

Ein beriihmtes Resultat iiber die Beschreibung der quadratischen Formen in /™K
ist der Hauptsatz von Arason und Pfister:

Hauptsatz 3.2.1 (Arason-Pfister). Sei q eine anisotrope Form in I"K. Dann gilt:
1. Entweder ist ¢ = 0 oder dim(q) > 2.
2. Wenn dim(q) = 2", so ist q proportional zu einer Pfister-Form.

Beweis. Siehe z.B. [Sch85, S. 156, Thm. 5.6]. O

Ziel dieses Kapitels ist es, unter Betrachtung von I?K folgende Aussage mithilfe
von Motiven zu beweisen:

Behauptung 3.2.2. In I3K existieren keine anisotropen quadratischen Formen der
Dimension 10.

Diese Behauptung lisst sich auch durch folgenden Satz ausdriicken:

Satz 3.2.3. Sei q eine 10-dimensionale quadratische Form diber K, welche in I’ K
liegt. Dann ist q isotrop.

Dieser Satz wurde bereits 1966 von A. Pfister elementar bewiesen, siehe [Pfi66,
Satz 14]. A. Vishik hat 2004 gezeigt, dass es fiir Formen in I" K neben jener aus
dem Hauptsatz sogar weitere allgemeine Einschrinkungen der Dimension gibt.

Theorem 3.2.4 (Vishik, [Vis04], Thm. 5.4). Sei q eine anisotrope Form in I"K.
Dann ist die Dimension dim(q) von q entweder 0, 2" oder > 2" + 2"71,

Dies wurde zunéchst in [Vis00] fiir char K = 0 bewiesen. Dank neuer Resultate
von V. Voevodsky [Voe01] konnte diese Restriktion jedoch aufgehoben werden.

Wesentlich fiir unseren Beweis der Behauptung 3.2.2 sind die Zerfallungsstruktur
einer quadratischen Form aus Abschnitt 3.1, der hiermit zusammenhéngende Begriff
der Shells sowie das Theorem iiber bindre Motive.
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3.2.1 Shells

Wichtiger Bestandteil unseres Beweisverfahrens ist die Wechselwirkung zwischen
der Zerfiallungsstruktur einer Quadrik und der Struktur von ihrem Motiv. Hierzu
definieren wir die sogenannten Shells nach A. Vishik [Vis04, S. 55 ff.].

Sei @) eine glatte, projektive Quadrik iiber K. Dann ist () iiber dem algebraischen
Abschluss K komplett zerfallend und daher zellulér (siehe [Vis11, S. 1]). Daher ist
M(Q) wie in Beispiel 2.4.9 eine direkte Summe von Tate-Motiven,

EBdim(Q) Z(5), falls dim(@) ungerade,

J=0

@Y Z(j) @ Z(dim(Q)/2), falls dim(Q) gerade. (3:2)

M(Qx) = {

Sei Q = X, anisotrop und i(q) = (i1(q),12(q), .- .,in(q)) die Zerfillungsstruktur.
Dann teilt diese Struktur unsere Tate-Motive in verschiedene Shells auf. Wir sagen
dabei, dass Z(m) zu der Shell-Nummer t gehort, falls

t

ii,.(q) < min{m, dim(Q) — m} < Zir(q)

r=1

gilt. Die nun folgende Proposition ist eine Art Umkehrung der Aussage aus Bei-
spiel 2.4.9 iiber isotrope Quadriken, durch welche das Motiv der Quadrik auf die
zugrundeliegende Form schliefen lésst.

Proposition 3.2.5. Sei ¢ eine quadratische Form, sodass M(Q) das Tate-Motiv
Z(m) als direkten Summanden enthdlt, und sei | := min{m, dim(Q) — m}. Dann ist
g=((+1)-HL¢.

Beweis. Siehe [Vis04, Prop. 2.6]. O

Wir kénnen nun also festhalten: Das Tate-Motiv Z(m) aus M(Qzx) gehort genau
dann zu Shell-Nummer ¢, falls Z(m) zwar ein direkter Summand von M(Qg,), aber
nicht von M(Qk, ,) ist, wobei K = Ky C K; C ... C K}, ein generischer Zerfil-
lungsturm von ¢ ist. Wir haben daher insgesamt h = h(q) verschiedene Shells und
die Shell-Nummer ¢ besteht aus 2 - i,(q) Tate-Motiven.

Beispiel 3.2.6. Sei ¢ eine 7-dimensionale anisotrope Form iiber K mit der Zerfil-
lungsstruktur i(q) = (1,1, 1) (diese existiert z.B. nach [Hof98b, Thm. 4.1]). Dann ist
das Motiv der 5-dimensionalen Quadrik @ iiber K:

5

M(Qz) = P ).

=0

Die Tate-Motive dieser Dekomposition werden nun paarweise auf h(q) = 3 verschie-
dene Shells aufgeteilt. Wegen der Bedingung

0 < min{m,5—m} <iy(q) =1
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erhalten wir m = 0 oder 5 und damit die Zuweisung von Z und Z(5) zu Shell-
Nummer 1. Fiir die zweite Shell-Nummer betrachten wir

1 <min{m,5 —m} < ii(q) +izx(q) =2

und kénnen folgern, dass die Tate-Motive Z(1) und Z(4) zu diesem Shell gehoren.
Schlieklich bleibt nach kurzer Uberpriifung die Zuweisung von Z(2) sowie Z(3) zu
Shell-Nummer 3.

Sei ¢ anisotrop und ein Pfister-Nachbar von der Dimension 7. Dies bedeutet allge-
mein, dass eine Form 7 existiert, welche proportional zu einer n-fachen Pfister-Form
ist und von welcher ¢ eine Unterform ist (¢ C ) sowie dim > 2"~!. Konkret ist
g C m und 7 proportional zu einer 3-fachen Pfister-Form. Dann gilt nach [Hof98b,
Thm. 4.1], dass i(¢) = (3). Die sechs Tate-Motive Z, ..., Z(5) gehoren also alle zur
selben Shell-Nummer 1. Dies ist fiir alle anisotropen n-fache Pfister-Formen selbst-
verstandlich auch der Fall.

3.2.2 Die Menge der Tate-Motive A(Q)

Wir haben gesehen, dass fiir eine glatte, projektive Quadrik () der Dimension n das
Motiv M(Qz) aus einer direkten Summe von Tate-Motiven besteht. Fiir | # n/2
ist der direkte Summand Z(l) eindeutig bestimmt. Nach einer Wahl von korrespon-
dierenden Projektoren und daraus resultierenden Motiven fiir den Fall [ = n/2 l4sst
sich nach [Vis04, S. 11 ff.| eine Menge von festen Tate-Motiv-Summanden von Q3
bestimmen, welche mit A(Q) bezeichnet wird. Dann ist fiir einen direkten Summan-
den N von M(Q) die Menge A(N) definierte als die Multimenge

A(N) :={Z(7), 0 <i <mn, Z(i) direkter Summand von Nx}.

Die Menge A(Q) ldsst sich nun in einen oberen und einen unteren Teil nach Differen-
zierung der Projektoren aufteilen. Hierbei erhalten nach A. Vishik die Tate-Motive
den Index lo, also Ly, ~ Z(i), fallsi € {{ | 0 < < [n/2]}, und den hochgestellten In-
dex up, also L"? ~ Z(i), falls (n—i) € {n—10 |0 <1 <[n/2]}. Wir mochten allerdings
auf diese Schreibweise verzichten und lediglich im Fall des doppelten Tate-Motivs
Z(n/2) eine Unterscheidung vornehmen. Da wir in nachfolgender Visualisierung die
Tate-Motive von links nach rechts lesen, differenzieren wir in Z;; (i) und Z,.(7) fiir
i =n/2.

Definition 3.2.7. Sei () eine nicht-hyperbolische Quadrik. Zwei Tate-Motive
Z(1), Z(3) € A(Q) heisen miteinander verbunden, falls fiir jeden beliebigen direkten
Summanden N von M(Q) gilt:

Z(i) € A(N) < Z(j5) € A(N).

Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass ein unzerlegbarer direkter Summand N
von M(Q) existiert, sodass Z(i), Z(j) € A(N) (siehe hierzu auch [Vis04, Thm. 4.3|).
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Hierdurch kénnen wir die Menge der verbundenen Komponenten von A(Q) mit der
Menge der Isomorphieklassen von unzerlegbaren direkten Summanden von M (Q)
identifizieren. Letztere Menge bezeichnen wir mit Z(Q). Dann gilt [Vis04, Kor. 4.4]:

1. A(Q) = Hoez(A(N.);

2€Z(Q)

wobei N, der jeweils korrespondierende Repréisentant der Isomorphieklasse z sei,
d.h. z = [N,].

Fir Z(i) € A(Q) existiert daher eine eindeutige Isomorphieklasse z € Z(Q) von
unzerlegbaren direkten Summanden von M(Q), sodass fiir den korrespondierenden
Reprisentanten N, gilt, dass Z(i) € A(N.,). Diese Klasse wird als z(i) bezeichnet und
der Représentant entsprechend als V(). In der Menge A(N.(;)) sind also jene Tate-
Motive enthalten, die mit Z(i) verbunden sind. Falls wir verschiedene Quadriken
gleichzeitig betrachten, wollen wir zur besseren Unterscheidung diese Schreibweise
zu N, ;) erweitern.

Wir préasentieren nun ein sehr niitzliches Theorem, welches angibt, welche Tate-
Motive mit Sicherheit verbunden sind. Sei hierzu j(q) = (j1(q), - - -, Jn(q)(q)) die ab-
soluter Zerfallungsstruktur von ¢ und jo(q) := 0.

Theorem 3.2.8 (|Visll], Prop. 1.1). Sei Q = X, eine anisotrope Quadrik der
Dimension n und \, p € Ny, sodass j;_1(q) < A, p < j(q) und

A=) +iilg) — 1
fir 1 <t <b(q). Dann sind Z(\) und Z(n — p) in A(Q) miteinander verbunden.

Dieses Resultat zeigt auch, dass alle Tate-Motive in A(Q) paarweise auftauchen.
Ist N ein direkter Summand von M(Q), so besteht N und somit A(N) aus einer
geraden Anzahl von Tate-Motiven.

Beispiel 3.2.9. 1. Sei ¢ wie in Beispiel 3.2.6 eine anisotrope Form mit
dim ¢ = 7 und relativer Zerfallungsstruktur i(¢) = (1,1, 1), d.h. absoluter Zer-
fallungsstruktur j(¢) = (1,2, 3). Dann erhalten wir mit Theorem 3.2.8, dass Z
mit Z(5), Z(1) mit Z(4) sowie Z(2) mit Z(3) in A(Q) = {Z,Z(1),...,Z(5)}

verbunden ist.

2. Bei der 7-dimensionalen anisotropen Form ¢ mit i(¢) = (3) = j(q) wird fiir
die Werte 0 < A\, < 3 nach Theorem 3.2.8 vorausgesetzt, dass A + p = 2.
Dies erfiillen die Paare (A, ) = (0,2), (1,1) und (2,0). Wir haben daher die
verbundenen Paare: Z und Z(3), Z(1) und Z(4) sowie Z(2) und Z(5).

Wir kénnen die Dekomposition von M(Q5) in Tate-Motive, deren Aufteilung in
Shells sowie die Verbindungen in A(Q) nach Vishiks Vorbild ([Vis04, S. 14]) wie folgt
visualisieren: Jeder Punkt auf der Kette steht fiir ein Tate-Motiv aus M(Q), wobei
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3.2 Quadratische Formen der Dimension 10 in I3 K

wir ganz links mit Z beginnen, daneben Z(1) usw. bis rechts aufen Z(dim(Q)) steht.
Die (optionale) Unterteilung der Tate-Motive in Shells erfolgt durch eine senkrechte
Markierung sowie der zugehorigen Beschriftung des Abschnitts #i fiir Shell-Nummer
i. Die Verbindungen, welche durch Bogen dargestellt sind, stehen fiir Verbindungen
der Tate-Motive in A(Q). Die bildliche Darstellung der 7-dimensionalen Form aus
Beispiel 3.2.9 mit i(¢q) = (1, 1,1) ist dann:

#1 #2 #3 #3 #2 #1

Fiir den Fall i(q) = (3) erhalten wir das Bild:

#1 #1

SR

Diese Bilder sind stets symmetrisch, denn falls m ein Projektor ist, so ist seine
Transposition 7! ebenfalls ein Projektor.

3.2.3 Theorem iliber bindre Motive

Wir benétigen zunéchst die Definition dreier Grofen, welche die direkten Summan-
den eines Motivs M(Q) néher charakterisieren, siche auch [Vis04, Def. 4.6].

Definition 3.2.10. Sei () eine glatte, projektive Quadrik und N ein direkter Sum-
mand von M(Q). Mit den Bezeichnungen aus dem vorhergehenden Abschnitt defi-
nieren wir

1. a(N) :=min{i | Z(i) € A(N)}.

2. b(N) := max{i | Z(i) € A(N)}.

3. dim(N) := b(N) — a(N).

Wir haben a(M(Q)) = 0, b(M(Q)) = dim(Q) sowie dim(M(Q)) = dim(Q). Nach
der Proposition [Vis04, Prop. 4.5| gilt auferdem: Falls i,(q) = 1, dann sind fiir einen

direkten Summanden N von M(Q) die Aussagen a(N) = 0 und b(N) = dim(Q)
dquivalent. Ein Korollar daraus ist das folgende
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Lemma 3.2.11 (|Vis04], Kor. 4.7). Sei Q) eine glatte, anisotrope, projektive Quadrik
und N ein unzerlegbarer!’ direkter Summand von M(Q), sodass a(N) = 0. Dann gilt:

dim(N) = dim(Q) — i1(¢q) + 1.

Lemma 3.2.12. Seien P = X, und Q) = X, anisotrope Quadriken iber K. Dann
gelten folgende Figenschaften.:

1. Sind qg(p) sowie pi(q) isotrop, dann ist
dim(q) —i1(¢) = dim(p) —ix(p).
2. Ist P C Q eine Unterquadrik, sodass py ) isotrop ist, dann ist

codim(p C q) < i1(q).

3. In der Situation von 2. ist aufSerdem
i1(p) = 11(¢) — codim(p C q).

Beweis. Siehe [Vis04, Kor. 4.9]. O
Wir wollen nun das sogenannte obere Motiv nach N. Karpenko [Kar13| definieren.

Definition 3.2.13. Sei X eine glatte, irreduzible Varietdt und sei N ein unzerleg-
barer direkter Summand von dem Motiv M(X). Dann heift N oberes Motiv von
X, geschrieben U(X), falls a(N) = 0.

Fiir den Fall X = (@, d.h. fiir eine anisotrope Quadrik () iiber K bedeutet diese
Definition, dass ein direkter unzerlegbarer Summand N = U(Q) von M(Q) ein
oberes Motiv ist, falls Nz ~ Z @ N', wobei N’ iiber K definiert ist (aber nicht {iber
K). In der Schreibweise von A. Vishik ist U(Q) = N, (o). Da wir im Folgenden nicht
in zwei Schreibweisen unterscheiden mochten, vereinbaren wir folgende

Notation 3.2.14. Wir setzen U;(Q) fiir denjenigen unzerlegbaren Summanden von
M(Q) mit a(l(Q)) = i.
Ist N ein direkter Summand von M(Q) und Ny ist ein bindres Motiv, d.h. besteht

es aus zweil Tate-Motiven, so haben wir weitere Einschrankungen beziiglich der Grofe
dim(N). Diese werden durch das Theorem dber bindre Motive beschrieben:

Theorem 3.2.15 (Binédres Motiv). Sei Q eine glatte anisotrope projektive Quadrik
und N ein direkter Summand von M(Q), sodass Nz = Z(a(N)) ® Z(b(N)). Dann
gilt dim(N) = 2" — 1 fir ein r.

'Wir nennen einen direkten Summanden N von M(Q) unzerlegbar, falls er nicht in eine nicht-
triviale direkte Summe N = N; @ N zerlegt werden kann.
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Auch dieses Theorem wurde zunéichst unter der Voraussetzung char(K) = 0 in
[IV99, Thm. 6.1] bewiesen und konnte schlieflich dank [Voe01| auf char(K) # 2
ausgeweitet werden. Wir mochten des Weiteren an dieser Stelle bemerken, dass im
Falle i1(¢) = 1 und a(N) = 0 das Theorem wegen b(N) = dim(Q) eine Zerlegung
Nz =7 & Z(dim(Q)) voraussetzt und entsprechend die Aussage

dim(N) = b(N) = dim(Q) = 2" — 1

fiir ein r zur Folgerung hat.
Wir prasentieren nun ein weiteres Resultat, welches wir indirekt fiir den Beweis
von Behauptung 3.2.3 bendtigen werden.

Lemma 3.2.16. Seien )1, Qo zwei glatte, projektive Quadriken, sodass QIK(QQ)
und QQK(Ql) wsotrop sind. Dann existieren unzerlegbare direkte Summanden Ny von

M(Q1) und Ny von M(Q2), sodass Ny ~ Ny und a(N;) =0 firi=1,2.
Beweis. Siehe [Vis04, Kor. 3.9]. O
Wichtig fiir unseren spéiteren Beweis sind auch die folgenden niitzlichen Lemmata:

Lemma 3.2.17. Se: ) = X, eine glatte, anisotrope Quadrik. Dann existiert fiir
alle 0 < i < iy(q) der Summand U;(Q) und es gilt:

Beweis. Siehe [Vis04, Kor. 3.10]. O

Bei dem in diesem Lemma auftauchenden Ausdruck U(Q)(7) handelt es sich um
den Tate-Twist U(Q) ® Z(i) des oberen Motivs U(Q). Das Lemma besagt, dass die
Tate-Motive Z(0), ..., Z(i1(¢) — 1) in A(Q) nicht miteinander verbunden sind (und
genauso Z(n —i1(q) + 1),...,Z(n) fir n = dim(Q)).

Beispiel 3.2.18. Betrachten wir wieder die 7-dimensionale Form ¢ mit i(q) = (3).
Wir wiederholen nochmal, dass M(Qx) = @._,Z(i). Nach Beispicl 3.2.9 sind Z
und Z(3), Z(1) und Z(4) sowie Z(2) und Z(3) miteinander verbunden. Mithilfe
von Lemma 3.2.17 erhalten wir, dass U(Q) = N; mit N; = Z @ Z(3) das obere
Motiv von @ sein muss und entsprechend U, (Q) = Ny mit Ny = Z(1) @ Z(4) sowie
Us(Q) = N3 mit N3 = Z(2) @ Z(5). All diese sind biniire, unzerlegbare Summanden
mit dim(N;) = 3 =22 — 1 fiir i = 1,2, 3. Es gilt also:

Lemma 3.2.19 ([Vis09b|, D3, Prop. 2.23). Seien p und q solche quadratische For-
men sowie |, m solche Zahlen, dass fir jede beliebige Kérpererweiterung /K die
Aquivalenz

w(gg) >m < w(pg) > 1 (3.3)
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gilt. Angenommen, es ezistiert ein unzerlegbarer direkter Summand N von M(Q)
mit a(N) = m. Dann ezistiert der Summand U;(P) und es gilt:

U(P) ~ N —m). (3.4)

3.2.4 Beschreibung von I’K

Wir méchten zur Vorbereitung in diesem Abschnitt das fundamentale Ideal /K und
ihrer Potenzen I?K sowie I3K niher untersuchen. Bereits in Kapitel 3.1 haben wir
in Lemma 3.1.13 etwas iiber deren Erzeuger erfahren. Ebenfalls wurde erwihnt, dass
eine Form genau dann in /K liegt, sofern ihre Dimension gerade ist. Im Zuge der
Untersuchung von K /I?K in Beispiel 3.1.16 fand auferdem die Diskriminante Er-
wahnung. Wir méchten nun die Ideale I K, I? K und I* K durch diese und eine weitere
Invariante charakterisieren. Hierzu sei ¢ = (ay,...,a,) eine quadratische Form der
Dimension n. Dann konnen dieser die folgenden drei Invarianten zugeordnet werden

(siehe [P1i66, §4] oder auch |[Lam05, S. 30]):

1. der Dimensionsindez e(q) = nmod 2 € Z/27.

H?:l ;.

n(n—1)

2. die Diskriminante d(q) = (—1)
3. die Algebrenklasse c(q) € Br(K).

Falls n gerade ist, so ist ¢(q) die Algebrenklasse der Cliffordalgebra C(q) von q. Fiir
Details hierzu siehe z.B. [Lam05, S.103 ff.].
Nun kénnen wir das fundamentale Ideal wie folgt definieren:

IK = {7 € W(K) | e(g) = 0},
Weiter hat A. Pfister mit [Pfi66, Satz 13| bewiesen, dass
PK ={q]e(@) =0, d(@ = 1}.

Das Theorem von A. Merkurjev [Mer81| erbrachte schlieklich eine Aussage iiber
IPK:
PK={q]e(@=0,d@) =1, c(g) =1}. (3.5)

A. Pfister [Pfi66, Satz 14| hat zuvor gezeigt, dass I°K eine Teilmenge der rechten
Seite aus Formel 3.5 ist und dass fiir dim(q) < 12 aus e(q) = 0,d(g) = 1 und ¢(q) =1
folgt, dass ¢ € I?K. In diesem Zuge hat er auch bewiesen, dass eine 10-dimensionale
Form in I3K isotrop sein muss.

Um Riickschliisse auf die Zerfillungsstruktur einer Form aus I°K ziehen zu kon-
nen, ist jedoch die folgende Charakterisierung aus [Hof98b, Intro.| sehr niitzlich. Sei
hierzu ¢ eine quadratische Form iiber K und K = Ky C ... C K} ihr generischer
Zerfallungsturm mit den Kernformen g¢;. Falls ¢ hyperbolisch ist, so definieren wir
ihren Grad deg ¢ = oo, falls dim ¢ ungerade ist, setzen wir deg ¢ = 0. Ansonsten
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liegt gn—1 in der Menge aller quadratischer Formen iiber Kj_;, welche zu einer d-
fachen Pfister-Form {iber Kj_; proportional sind. Diese Menge wird mit GP; K}
bezeichnet. Dann setzen wir deg ¢ = d und es gilt

I"K ={q € I" 'K | degq >n}

fiir n < 4. Entsprechend haben Formen aus I?K den Grad deg ¢ > 3. Wir méchten
dies zur Bestimmung der Zerfillungsstruktur einer anisotropen 10-dimensionalen
quadratischen Form in I3 K benutzen. Diese Struktur wird sich spiter als unmogli-
cher Fall erweisen.

3.2.5 Zerfallungsstruktur einer 10-dimensionalen anisotropen
Form in I’K

In diesem Abschnitt méchten wir unter Annahme der Existenz einer 10-dimensiona-
len anisotropen quadratischen Form in 3K ihre Zerfillungsstruktur bestimmen.

Sei ¢ eine anisotrope quadratische Form {iiber K mit dim ¢ = 10, welche in
IP’K liegt. Da ¢ anisotrop ist, haben wir ig(q) = w(¢) = 0 und wir starten die
Zerfallungsstruktur-Iteration mit ¢g = q,, = q sowie Ky = K. Der Korper K1 D K|
ist der Funktionenkorper Ky(qo) = K(g). Die Form ¢g(4 ist nach Lemma 3.1.17
isotrop, d.h. enthélt den Summanden m - (1, —1), und wir erhalten i,(¢) = m > 1.
Weiter ist qx(q) = (¢x(g))an L m - (1,—=1) = ¢ L m-(1,—1). Nach Theorem 3.1.19
ist wegen 10 = 2% + 2 der erste Witt-Index i;(q) < 2.

Angenommen, es ist i;(¢) = 2 und folglich dim ¢; = 6. Wegen
dim gy > dim¢q; > ... > dim g,_1 > dim gy,
existiert dann aber kein ¢, mit ¢,_1 ~ ((a1, as, a3)), da
dim(((a1, az, az))) = 8 > dim ¢;.

Es gilt folglich deg(q) < 3 und somit ¢ ¢ [*K, was im Widerspruch zu unserer
Grundannahme steht.

Es bleibt der Fall i;(¢) = 1, d.h. dim ¢; = 8. Hierbei muss es sich nun schon
um jene Form handeln, welche zu einer d-fachen Pfister-Form proportional ist, da
deg ¢ > d = 3 gelten muss und deg ¢ > 3 wiederum wegen der absteigenden Folge
der Dimensionen unmdéglich ist. Es ist also g, 1 = ¢ € GP3Kj,_1 und folglich
h =b(q) = 2. Wegen

i(0) = 1a(q) + a(g) = 5 dimg =5

folgt schlieflich iz(q) = 4. Die Zerfallungsstruktur von ¢ ist also i(q) = (1,4).
Sei @ die Quadrik zu ¢, also Q@ = {[z1,..., 70| | ¢(x1,...,210) = 0}. Dann ist
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dim(Q) = 8 und es gilt
MQOQr)=Z& ... ®Z13)DZy(4) ®Z,.(4) ®Z(5) & ... Z(8).

Diese Tate-Motive werden auf h(q) = 2 verschiedene Shells aufgeteilt. Das erste,
Z = 7Z(0), sowie das letzte in der Summe, Z(8), gehoren dabei zu Shell-Nummer 1.
Alle anderen Tate-Motive Z(1),...,Z(7) gehoren zu Shell-Nummer 2:

#1 #2 #2 #1

3.2.6 Beweis der Behauptung 3.2.2

Wir mochten nun die eingangs angefiihrte Behauptung 3.2.2 beweisen, dass in I3 K
keine anisotropen 10-dimensionalen quadratischen Formen existieren. Hierbei wer-
den wir schrittweise vorgehen, indem wir eine Reihe von Aussagen beweisen, aus
welchen schliefslich Behauptung 3.2.2 folgt.

Behauptung 3.2.20. Sei ¢ eine anisotrope 8-dimensionale quadratische Form mit
der Zerfallungsstruktur i(q) = (2,2). Sei p C ¢ eine Unterform der Kodimension 1
(d.h. dim p = 7). Dann gilt: U(Q) ~U(P).

Beweis. Wir haben
codim(p C ¢) =1 <2 =1;(q)

und somit nach einem Resultat von A. Vishik die Funktionenkorper K(p) und
K(q) aquivalent (siche Lemma 3.2.12 und [Vis09b, D3, Exercise 1]). Daher sind
die Voraussetzungen von Lemma 3.2.16 erfiillt und es existieren unzerlegbare direk-
te Summanden N; von M(Q) und Ny von M(P) mit a(N;) = 0, sodass N; ~ Nj.
Also gilt U(Q) ~U(P). O

Behauptung 3.2.21. Es ist AU(Q)) =1{Z,7Z(2),Z..(3),Z(5)}:

#1 #2 #2 #1

Beweis. Wegen a(U(Q)) = 0 ist klar, dass Z € A(U(Q)). Nach Theorem 3.2.8 iiber
die zusammenhingen Tate-Motive folgt dann direkt, dass auch Z(5) € A(U(Q)).
Aus denselben Griinden folgt zunéchst, dass auch Z(1) mit Z(6), Z(2) mit Z,(3)
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und Z;;(3) mit Z(4) verbunden ist. Da 5 # 2" — 1 fiir ein r, ist U(Q) nach Theo-
rem 3.2.15 nicht bindr und A(U(Q)) muss tatséchlich mindestens ein weiteres von
den genannten verbundenen Paaren enthalten. Das Paar {Z(1),Z(6)} scheidet nach
Lemma 3.2.17 aus, da Z nicht mit Z(1) verbunden sein kann. Es bleiben also die
Kandidaten {Z(2),Z,.(3)} und {Z;;(3),Z(4)}. Da wiederum nach Lemma 3.2.17 all-
gemein Uy (Q) ~ U(Q)(1) gilt und wir bereits wissen, dass Z(5) € AU(Q)), ist nur
der Fall {Z(2),7Z,.(3)} C A(U(Q)) moglich und die Behauptung ist gezeigt. O

Behauptung 3.2.22. Es gilt M(P) = U(P) & U,(P), wobei U, (P) unzerlegbarer

bindrer Summand ist:

Beweis. Wegen der soeben gezeigten Behauptungen 3.2.20 und 3.2.21 ist zunéchst
AU(P)) ={Z,Z(2),Z(3""),Z(5)}. Da nach Theorem 3.2.8 alle direkten Summan-
den des Motivs einer Quadrik aus der Summe einer geraden Anzahl von Tate-
Motiven bestehen, muss U;(P) der unzerlegbare bindre Summand sein mit

AU(P)) =A{Z(1), Z(4)}- 0

Bemerkung 3.2.23. Es sei bemerkt, dass aus codim(p C ¢) < i;(¢) nach Lemma
3.2.12 auch folgt, dass i;(p) = i,(¢) — codim(p C ¢q) = 1. Nach [Hof98b, Thm. 4.1]
hat p also die einzig mogliche Zerfallungsstruktur i(p) = (1,1, 1). Diese Form wurde
bereits in Beispiel 3.2.9 mit dem Ergebnis behandelt, dass Z(1) und Z(4) miteinander
verbunden sind.

Behauptung 3.2.24. Sei r eine anisotrope 10-dimensionale quadratische Form in
IPK und sei (a,b,c) C r eine beliebige 3-dimensionale Unterform mit a,b,c € K*.
Sei r = (a,b,c) L p fiir eine 7-dimensionale Form p und setze ¢ := p L (—abc). Dann
ist ¢ = 7 (mod I*K) eine 2-fache Pfister-Form, wobei m = ((—b/a, —c/a)), und es
gilt: i(q) = (2,2).

Beweis. Da g =p L (—abc) und r =p L (a,b,c), ergibt sich (in W(K)):

q~r L —(a,b,c) L —(abc)
~r 1 —(a,b,c,abc)
~r 1 (—a)(1,b/a,c/a,bec)
~r 1 (—a)((-=b/a,—c/a)).

Fiir eine n-fache Pfister-Form ¢ gilt nun, dass {(a)¢ = ¢ (modI" ™ K) fiir a € K*
(siehe z.B. [EL72, Main Theorem|). Da nach Voraussetzung r € I*K, folgt also

q= ({(-=b/a,—c/a)) = 7 (mod I’°K).
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Die Formen ¢ und 7 sind des Weiteren anisotrop: Sei zundchst angenommen, 7 ist
isotrop. Da 7 eine (2-fache) Pfister-Form ist, ist 7 dann nach Theorem 3.1.15 sogar
hyperbolisch und besitzt folglich den Witt-Index to(7r) = 2. Bis auf Skalierung ist
{a, b, c) eine Unterform von 7 mit der Kodimension codim({a,b,c) C 7) = 1 < w(n).
Dadurch enthélt (a,b,c) mindestens einen Summanden H, ist also isotrop. Dann
folgt aber direkt, dass r ebenfalls isotrop ist, da (a, b, ¢) C r eine Unterform ist. Wir
haben einen Widerspruch und folglich ist 7 anisotrop.

Nun nehmen wir an, ¢ ist isotrop, d.h. dim(g,,) < 8. Dann ist wegen qx () € I’K
und dem Hauptsatz 3.2.1 ¢ iiber K (m) hyperbolisch, also auch der iiber K anisotrope
Teil g, Nach [Sch85, S. 155, Thm. 5.4] folgt, dass die anisotrope Pfister-Form 7 den
anisotropen Teil q,, teilt, d.h. es gilt q,, >~ s ® 7 fiir eine passende Form s. Damit
wird auch die Dimension dim(g,,) von dim(mw) = 4 geteilt. Da ¢ isotrop ist (und
deswegen dim(q.,) # 8), hat der Witt-Index to(q) folglich mindestens den Wert 2.

Wir konnen wie oben argumentieren: Die Form p ist eine Unterform von ¢ mit
codim(p C ¢q) = 1 < w(q) und dadurch isotrop. Da p ebenfalls eine Unterform
von 7 ist, folgt mit Lemma 3.2.12, dass auch r isotrop ist. Wir haben erneut einen
Widerspruch und die Anisotropie von ¢ ist bewiesen.

Sei nun dim(gg)a., < 8 fiir eine beliebige Korpererweiterung F /K. Dann ist wie-
der gp(r) hyperbolisch und folglich wegen [Sch85, S. 155, Thm. 5.4] die Dimension
dim(gg)an durch 4 teilbar.

Sei im Folgenden F = K(q) (= K; D Ky = K). Wir betrachten zunéchst den
Fall dim(gg)en, = 0, d.h. gg ist hyperbolisch und i(¢) = (4). Nach [Hof98b, Thm.
4.1] trifft dies genau dann zu, wenn ¢ proportional zu einer 3-fachen Pfister-Form
ist. Dann ist ¢ € I?K und auch 7 € I?K. Wegen des Hauptsatzes 3.2.1 folgt, dass
7 hyperbolisch ist. Dies ist ein Widerspruch, da 7 wie gezeigt anisotrop ist.

Folglich bleibt der Fall dim(gg)., = 4, genauer gesagt ist (qg)an ~ = - g fiir ein
x € EX, und somit i;(q) = 2. Uber der niichsten Korpererweiterung

KQ :E(I'WE) DKl

ist ¢ schlieklich hyperbolisch, d.h. i5(¢) = 2. Wir haben daher insgesamt i(q) = (2, 2).

Wir méchten nun noch bemerken, dass nach [Hof98b, Thm. 4.1] eine 8-dimensiona-
le Form ¢ genau dann die Zerfallungsstruktur (2,2) besitzt, falls ¢ ~ o ® § fir «, 8
mit dima = 2 und dim 8 = 4 und ¢ nicht proportional zu einer 3-fachen Pfister-Form
ist. Nach [Hof98a, Lem. 2.7| ist dies der Fall, falls die Bedingung ¢ = 7 (mod I*K)
fiir eine 2-fache Pfister-Form 7 erfiillt ist. O]

Behauptung 3.2.25. Seien r und p wie in Beh. 3.2.24. Dann gilt mit beliebiger
Ko6rpererweiterung E/K:

w(rg) >1 < w(pe) > 1 (3.6)

Beweis. Sei E/K eine beliebige Korpererweiterung und w(rg) > 1, also w(rg) > 2.
Wiederum wegen des Hauptsatzes 3.2.1 folgt dann rp ~ 5H (und die Zerfillungs-
struktur (1,4)). Da p C r eine Unterform der Kodimension 3 ist, ist der Witt-Index
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von pr mindestens 2 und somit w(pg) > 1. Setzen wir fiir die andere Folgerungsrich-
tung die Bedingung w(pg) > 1 voraus, so folgt die linke Seite trivialerweise wegen
p C r und Lemma 3.2.12. O

Bemerkung 3.2.26. Fine Alternative fiir die erste Beweisrichtung lautet wie folgt:
Die 10-dimensionale anisotrope Form r € I3K besitzt nach Abschnitt 3.2.5 die
Zerfallungsstruktur (1,4). Nach Satz 3.1.18 gilt dann auch, dass w(rg) = ji(r) fiir
ein k € {1,2}, also w(rg) = 1 oder 5. Die Bedingung to(rg) > 1 ist daher dquivalent
zu vo(rg) >4, d.h. rg ~ 5H.

Behauptung 3.2.27. Seien r und p wie in Beh. 3.2.24. Dann gilt
UR)(1) ~U(R) ~ U (P)

und somit U;(R) ~ U;(P)(i — 1) fiir alle 1 < ¢ < 4. Es folgt aukerdem, dass U(R)
ein bindrer direkter Summand ist mit A(U(R)) = {Z,Z(8)}.

Beweis. Nach Beh. 3.2.22 gilt M(P) = U(P) & U (P), wobei U;(P) bindr und
unzerlegbar ist. Es existiert also ein unzerlegbarer direkter Summand N = U, (P)
von M(P) mit a(N) =1 = m und wir kénnen wegen Beh. 3.2.25 das Lemma 3.2.19
fir m = [ = 1 anwenden. Wir erhalten U(R)(1) ~ U (R) >~ U;(P). Da aukerdem

w(rg) >1 < w(rg) >4,

erhalten wir auf dieselbe Art und Weise fiir [ = 2, 3, 4:

Zusammengefasst ist dies U;(R) ~ U;(P)(i — 1) fiir alle 1 < i < 4. Insbesondere sind
alle U;(R) fiir 1 < i < 4 bindre und unzerlegbhare direkte Summanden von M(R).
Wir haben damit folgende Verbindungen:

Als einzige Wahl bleibt nun, dass U(R) ebenfalls ein bindrer Summand ist mit
AU(R)) =A{Z,Z(8)}. -

Behauptung 3.2.28 (Beh. 3.2.2). In I*K existieren keine anisotropen quadrati-
schen Formen der Dimension 10.
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Beweis. Nach Beh. 3.2.27 ist U(R) unzerlegbarer, binirer Summand von M(R) mit
AU(R)) ={Z,Z(8)}. Allerdings ist dim(U(R)) = 8 # 2™ — 1 fiir ein m. Wir haben
einen Widerspruch und die Behauptung ist bewiesen. O

3.2.7 Vishiks Gap Theorem

Wir haben durch unseren Beweis gesehen, dass es in [°K eine Liicke (engl. gap)
in der Folge moglicher Dimensionen von anisotropen Formen gibt. Diese Liicke bei
dim ¢ = 10 ist hier tatsdchlich die einzige:

Proposition 3.2.29 ([Lam05|,S. 355,Prop. 5.10). Die mdglichen Dimensionen einer
anisotropen Form in 3K \ {0} (fir variierende Korper K) sind 2 - d, wobei d = 4
oder d > 6.

Die komplette Antworte auf die Frage nach solchen Liicken in I™K formulierte
A. Vishik im Jahre 2002, hier entnommen aus [Lam05, S. 359, Thm. 5.20]:

Theorem 3.2.30 (Vishiks Gap Theorem). Die mdglichen Dimensionen einer ani-
sotropen Form in I"K (fir variierende Korper K) sind genau:

2t ot (0 <r<n) und 2" +2k (k> 0).

Dies bedeutet, wir haben als Liicken in den moglichen Dimensionen ausschlieflich
die Intervalle

(0’ 277,)7 (271,, 27’L + 271—1)’ (2n + 271—17 277, + 2n—1 + 271—2)7
con (20 =8 2m T g (2n T — 4 27— 9)

und es gibt keine Liicken in den geraden Dimensionen > 2"*! Den Beweis dieses
Theorems lieferte N. Karpenko im Jahre 2003, siehe hierzu Abschnitt 3.3.

Beispiel 3.2.31. Wir geben ein paar Beispiele fiir dieser Dimensions-Liicken in I" K
fiir verschiedene n, siehe auch [Lam05, S. 360].

1. n = 3: Liicke bei dim = 10.
2. n = 4: Liicken bei dim = 18, 20, 22, 26.
3. n = 5: Liicken bei dim = 34, 36, 38, 40,42, 44, 46, 50, 52, 54, 58.
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3.3 Uberblick von ausgewihlten Anwendungen

Viele klassische Fragestellungen aus der Mathematik lassen sich mithilfe von Motiven
16sen. Wir moéchten nun beispielhaft einige davon présentieren.

3.3.1 Bloch-Kato-Vermutung

Die beriihmte Vermutung von S. Bloch und K. Kato besagt, dass der Normrestho-
momorphismus

K (k) /m — H"(k, ") (3.7)

zwischen der n-ten Milnorsche K-Gruppe des Korpers k£ und der Galoiskohomologie-
gruppe mit n > 0 und m > 2 eine Bijektion ist, wobei die Charakteristik von k die
Zahl m nicht teilt. Wir bezeichnen diese Vermutung kurz mit BKV(n, m). Fiirn =0
und n = 1 ist sie trivialerweise bzw. wegen Hilberts Satz 90 erfiillt. Anfang der 80er
Jahre wurde durch A. Merkurjev und A. Suslin die BKV(2, m) bewiesen, welche als
Theorem von Merkurjev-Suslin bekannt wurde. Diese legten ebenso einen Beweis
fiir BKV(3,2) vor, was unabhéingig davon auch von M. Rost gezeigt werden konnte.
Die Milnor-Vermutung BKV(n,2) konnte schliefslich in den 90er Jahren von V. Voe-
vodsky bewiesen werden, wofiir er 2002 mit der Fields-Medaille ausgezeichnet wurde.
Ebenfalls durch V. Voevodsky und M. Rost gelang es, einen allgemeinen Beweis fiir
BKV(n,m) zu liefern. Hierbei sind die Entwicklung einer geeigneten motivischen
Kohomologietheorie sowie das Rost-Motiv von zentraler Bedeutung. Der Begriff des
Rost-Motivs geht zuriick auf ein Resultat von M. Rost aus [Ros98, Thm. 17|, wobei
wir die Version aus [Vis04, Thm. 3.12| prisentieren:

Theorem 3.3.1 (Rost). Sei Q eine anisotrope n-fache Pfister-Quadrik iber K.

Dann gilt
2n71 -1

M(@Q) = D RO, (38)
i=0
wobei R ein unzerlegbares Mot ist und R ~ 7 & Z(2" 1 —1).

Das Motiv R aus diesem Theorem wird Rost-Motiv genannt.
Fiir Details der Entwicklung des Beweises der Bloch-Kato-Vermutung und fiir eine
Erlduterung des allgemeinen Beweises durch V. Voevodsky siehe z.B. [Spil2].

3.3.2 Kaplansky-Problem

Die u-Invariante eines Korpers K ist definierst als die maximale Dimension einer
anisotropen quadratischen Form iiber K. Hieraus ergibt sich die Fragestellung, wel-
che Werte fiir diese Invariante moglich sind. Im Jahre 1953 stellte 1. Kaplansky
die Vermutung auf, dass die einzigen mdoglichen Werte von u Zweierpotenzen sind.
Diese konnte allerdings im Jahre 1991 von A. Merkurjev wiederlegt werden, da die-
ser Korper mit allen moglichen geraden u-Invarianten konstruierte. Folglich wurde
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im Anschluss untersucht, ob auch ungerade Werte moglich sind. Hier erfolgte der
Durchbruch 1999 durch O. Izhboldin, welcher einen Kérper mit u-Invariante 9 kon-
struierte. Schlieflich gelang es A. Vishik im Jahre 2006, Koérper mit u-Invariante
2" — 1 fiir r > 3 zu konstruieren, siehe [Vis09a|. Die Konstruktion beruht hierbei
w.a. auf Chow-Motiven und Chow-Ringen von Quadriken. Uber die u-Invariante
siehe z.B. [Lam05, S. 398 ff.].

3.3.3 Mogliche Dimensionen in ["K und erster Witt-Index

In dieser Arbeit haben wir uns bereits mit der Frage befasst, welche Dimensionen
fiir ein Element aus der n-ten Potenz des fundamentalen Ideals /™ K’ moglich sind.
Diese Frage konnte von N. Karpenko im Jahre 2003 komplett beantwortet werden,
siehe [Kar03a]. Konkret hat er gezeigt, dass fiir alle n > 1 gilt:

dim I"K = {2" —2"|i € [I,n + 1]} U (2Z N [2", +0]), (3.9)

wobei dim ["K die Menge aller dim x fiir alle x € ["K und alle K bezeichnet.
Wie bereits in Abschnitt 3.2 erwidhnt beinhalten die vorherigen bruchstiickhaften
Informationen {iber die moéglichen Dimensionen den Haupsatz 3.2.1 von Arason und
Pfister, d.h. (0,2")NdimI"K = (), sowie das Resultat von Vishik, das Theorem 3.2.4:
(27,27 4+ 2"71) N dim I"K = (). Die Methoden, auf denen der Beweis von Karpenko
beruht, basieren auf Chow-Gruppen und Chow-Motiven von Quadriken.

Im Jahre 2003 konnte N. Karpenko [Kar03b| ebenfalls unter Verwendung von
Chow-Gruppen eine Vermutung von Hoffmann beweisen, welche den ersten Witt-
Index einer anisotropen quadratischen Form beliebiger Dimension komplett be-
schreibt. Die Vermutung lautet:

Vermutung 3.3.2 (Hoffmann). Sei g eine anisotrope quadratische Form tber K
mit dim(q) > 2. Schreibe die Grifie dim(q) — 1 als eine Summe von Zweierpotenzen,

dim(g) — 1 =2" 42" 4 ... 42"
mit 0 <ny <ng < ...<n,. Dann ist i1(q) — 1 eine Partialsumme hiervon, d.h.
(g —1=2" 42" 4 42 (3.10)
firemn0<s<r-—1.

Auch diese Vermutung konnte vor der kompletten Losung durch Karpenko in Tei-
len verifiziert werden: Schreiben wir dim(q) = 2"+m mit 1 < m < 2", so ist seit dem
Jahre 1995 nach einem Resultat von D. Hoffmann bekannt, dass dann i;(q) < m gilt
(siehe Theorem 3.1.19). Fiinf Jahre spéter zeigte O. Izhboldin, dass fiir m > 3 gilt:
i1(q) # m — 1. Dies lésst sich auch aus der allgemeinen Vermutung folgern. Schliefs-
lich konnten D. Hoffmann die Vermutung fiir quadratische Formen mit Dimensionen
bis 10 (1998) und A. Vishik fiir Dimensionen bis 22 (2002) bestétigen.
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