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Algebraische Geometrie 1

Übungsblatt 7

Aufgabe 1. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charK ̸= 2. Sei Q eine glatte
projektive Quadrik von Dimension n − 1, d.h. Q ⊂ Pn ist eine Hyperfläche, die durch eine
nicht ausgeartete quadratische Form in (n+ 1) Variablen gegeben ist.
Zeige: Q ist eine rationale Varietät (d.h. Q is birational zu Pn−1).
Hinweis: Da K algebraisch abgeschlossen ist und charK ̸= 2, können wir annehmen, dass Q
durch die quadratische Form q = x0x1 + x22 + . . .+ x2n gegeben ist. Betrachte die Projektion
Pn 99K {x0 = 0} ⊂ Pn, d.h. die Abbildung [a0, . . . , an] 7→ [0, a1, . . . , an].

Aufgabe 2. Seien K ein Körper und f1, . . . , fn ∈ K[x1, . . . , xn] Polynome, sodass der Mor-
phismus

φ : An → An, (a1, . . . , an) 7→ (f1(a1, . . . , an), . . . , fn(a1, . . . , an))

ein Automorphismus von An ist. Sei J := det
( ∂fi
∂xj

)
die Jacobi-Matrix.

Zeige: J ist ein konstantes Polynom ungleich 0.

Aufgabe 3. Die Umkehrung der Aussage aus der Übungsaufgabe (2) heißt die Jacobi-
Vermutung. D.h. wenn J ein konstantes Polynom ungleich 0 ist, dann soll φ ein Isomor-
phismus sein.
(a) Finde ein Gegenbeispiel zu dieser Vermutung, wenn charK > 0 ist.
Hinweis: Es gibt ein Gegenbeispiel für n = 1.
(b) Finde ein Gegenbeispiel zu dieser Vermutung, wenn f1, . . . , fn komplexe analytische Funk-
tionen Cn → C sind.
Hinweis: Betrachte n = 2 und F : C2 → C2, (x, y) 7→ (ex, e−xy).
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